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Révész Tamás 
FELADATGYŰJTEMÉNY A TÖBBSZEKTOROS 
NEMZETGAZDASÁGI ELEMZÉSEKHEZ ÉS MODELLEKHEZ 
 
KIVONAT 
A gyűjtemény a Zalai Ernő 2011-2012-ben megjelent Matematikai Közgazdaságtan I-II. 
kötetein alapuló “Bevezetés a makroökonómiai modellezésbe” c. tantárgyhoz készült. A 
feladatokon kívül tartalmazza azok megoldásait, esetenként megoldásvázlatait. A számítási 
feladatok megoldásainál sokszor hivatkozik (főleg Excel-formátumú) segéd-file-okra is, ahol 
nemcsak ellenőrizhetők a megoldások, hanem a paraméterek és egyéb beállítások (opciók) 
változtatásával mennyiségileg illetve minőségileg többé-kevésbé eltérő példák is 
konstruálhatók. Az Excel-file-okban bemutatott megoldások különösen hasznosak lehetnek 
azon esetekben, amikor a megoldás nem adható meg zárt rekurzív képletekkel, hanem csak 
valamilyen iterációs algoritmussal oldható meg a feladat (például a sajátértékfeladatok, a RAS 
kétirányú arányosítási feladat, vagy a lineáris és nemlineáris programozási feladatok). Ezekben 
az esetekben az Excel-file-okban található iterációs képletek vagy (például a Solver add-in) 
beállításai is sok haszos információval szolgálhatnak a hallgatóknak. 
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Bevezetés a Második Rész feladataihoz 
 
A feladatgyűjtemény a Zalai Ernő 2000-ben megjelent Matematikai Közgazdaságtan és 
2011-2012-ben megjelent Matematikai Közgazdaságtan I-II. kötetein alapuló “Bevezetés a 
makroökonómiai modellezésbe” c. tantárgyhoz készült. Immár több évtized szemléltető és 
dolgozatpéldáit foglalja össze. A feladatok nagy száma miatt jelen gyűjtemény csak az utóbbi 
mű II. kötetének “Második Rész”-éhez tartozó feladatokat és azok megoldásait (egyes esetkben 
csak megoldásvázlatait) foglalja magába. Az “Első Rész” feladatai már korábban megjelentek. 
A “Harmadik Rész”-re és “Negyedik Rész”-re vonatkozó feladatok publikálása is 2017-ben 
várható. 
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5. fejezet – A Leontief-technológia és az I-O modellek főbb típusai 
 
B 
 
5.1. feladat 
 Mik a Koopmans-féle LTM és nyílt, statikus Leontief-modell főbb különbségei? 
 F1: a termékek elvben egyaránt szolgálhatnak mind a (folyó) termelőfelhasználás, mind 
végső felhasználás (fogyasztás és felhalmozás) céljára; (Ezek nettó kibocsátási együttható 
mátrixa a Leontief-mátrix: Av = E  A) 
 F2: az elsődleges erőforrások nem állíthatók elő az ábrázolt tevékenységek által, és esetleges 
végső felhasználásuk sem jelenik meg a modellben.  
 F3: minden termék csak egyetlen alapeljárással állítható elő (nincs technológiai választék);  
 F4: minden alapeljárás csak egyetlen terméket állít elő (nincs ikertermelés). 
A Leontief-modellben a termékek és technológiák egymásnak megfeleltethetők, nincsenek 
tisztán közbenső javak (Ak = 0). Az elsődleges erőforrások rendelkezésre álló, illetve 
felhasznált mennyisége, legtöbbször meg sem jelenik közvetlenül a modellben, csupán 
közvetve, költségvonzatukon (munkabérek, tőkeköltségek stb.) keresztül, azaz a hozzáadott 
érték részeként. A nettó erőforrás-kibocsátási együttható mátrix (Ae) helyett eleve annak 
nemnegatív ellentettjét, a D  0 mátrixot vezettük be. (V.ö. Könyv 121-123. oldal) 
 
5.2. feladat 
A nyílt statikus Leontief-modellekben mit jelentenek (közgazdaságilag hogy 
értelmezhetők) az alábbiak: 
a) sj = (E  A)1e j 
A j-edik termék (ágazat) egységnyi végső kibocsátásához szükséges termelések (vertikum).  
b) si = ei(E  A)1 
Könyv 127. oldal: si egy olyan árvektorként értelmezhető, amely akkor alakulna ki, ha csak az 
i-edik ágazatban keletkezne, éspedig éppen egységnyi nagyságú fajlagos hozzáadott érték, a 
többi ágazat ára pedig éppen csak fedezné az anyagköltségeket. 
 
5.3. feladat 
a) Hogy kezelik az elméleti növekedési modellekben az amortizációt, és annak pótlását? 
Az amortizációt a termeléssel arányosnak véve (azaz közvetve a tőkekoefficienst) a 
termeléshez szükséges folyó ráfordításokhoz hozzáadják a pótló beruházások termék 
(beruházási jószág) igényét, és az így kapott összes termékráfordítási mátrixból képzett 
fajlagosok képezik az A mátrixot.  
b) Mit nevezünk input-output zárt modelleknek, írja fel primális és duális alapegyenletét! 
Ezeknek a modelleknek az alapösszefüggései az alábbi általános formában adhatók meg:  
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x = Âx (primális alapegyenlet), 
p = pÂ (duális alapegyenlet). 
A zárt modellekben, a nyílt modellektől eltérően, minden felhasználás az ’újratermelés’ 
körén belül zajlik. Ennek megfelelően ezekben a modellekben nincs is a termelőrendszeren 
kívüli fogyasztás. A szokás szerint nem termelésnek tekintett fogyasztás, felhalmozás és az 
export is közvetlenül az újratermelést szolgálja, a ráfordítási együttható mátrix ez utóbbi célú 
felhasználásokat is tartalmazza. Ezért is jelöltük a nyílt modell ráfordítási együttható mátrixától 
eltérően Â-val. 
 
5.4. feladat 
Hogyan jelenik meg a végső felhasználás illetve a hozzáadott érték a zárt ÁKM-
modellekben? Egy konkrét példán mutassa meg, hogy lehet az erre vonatkozó paramétereket 
számszerűsíteni (kalibrálni) egy ilyen volumen- és ármodellhez!  
Könyv 129-130. oldal: „Az ilyen modellekben a fogyasztás, a felhalmozás és az export is 
közvetlenül az elhasznált javak újratermelését szolgáló ráfordítás. Ezért is jelöljük a ráfordítási 
együtthatók mátrixát, a nyílt modellétől eltérően, Ā-val. 
Egy ilyen zárt modell legegyszerűbb változatához a nyílt modell alapegyenleteinek alábbi 
átalakítása révén juthatunk el:  
 x = Ax + ysv,         y = cx,   (SZP-2) 
 p = pA + kc,          k = psv,   (SZD-2) 
ahol y a hozzáadott érték (GDP) és egyúttal a végső felhasználás szintje, k pedig az árszintet 
meghatározó skalárváltozó, sv a végső felhasználás összetétele, c a reálértékben kifejezett 
fajlagos hozzáadott értékek (az elsődleges erőforrások költségének) vektora.  
A kapott primális és duális egyenleteket egybefogva, összevont vagy kibővített formában, 
megkapjuk egy zárt input-output modell egyenleteit. Összevont formában: 
 x = (A + sv◦c)x = Āx, 
 p = p(A + sv◦c) = pĀ, ” 
 
„A klasszikus közgazdászok (Adam Smith) által bevezetett kisárutermelő gazdaság 
modelljében az egyetlen elsődleges erőforrás a munkaerő, nincs tőke és így felhalmozás sem. 
Ennek következtében a fogyasztás egészét a munkaerő újratermelésének ráfordításaként 
kezelhetjük”.  
Ily módon az alábbi zárt input-output modellhez jutunk: 
 x = Ax + scl = (A + sc◦l)x = Āx, 
 p = pA + wsc = p(A + sc◦l) = pĀ, 
ahol l = lx a felhasznált munkaórák száma, sc az egy munkaórára eső fogyasztás, és  
w = p sc az egy munkaórára jutó fogyasztás ára (kvázi a munkaérték), az árszintet 
meghatározó skalár. 
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A modell kalibrálása, azaz paramétereinek kiszámítása egy megfigyelt (egyensúlyinak 
feltételezett) kiinduló helyzetből az alábbi sorrendben történhet (a vetítőlapok és az előadás 
alapján): 
w = y/l , ahol y a megfigyelt összes végső felhasználás (általában y = cx = py , ami az árakat 
1-ről indítva a kiinduló helyzetben az y = 1’y fennállását is jelenti), l pedig a megfigyelt összes 
felhasznált munkaóra, 
l = c/w , ahol c a megfigyelt hozzáadott érték fajlagosok (ellenőrizhető, hogy l x = l), 
sc = y/l (ellenőrizhető, hogy p sc = w). 
 
5.5. feladat  
Mit nevezünk stacionárius modellnek? 
 „Stacionárius időbeli folyamatról általában akkor beszélünk, ha sem a technológia, sem a 
fogyasztási szerkezet nem változik időben, a gazdaság kibocsátásai és felhasználásai egyen-
letesen, azonos (ρ) ütemben változnak (bővülnek, vagy szűkülnek, határesetben stagnálnak), az 
egyes termékek nettó megterülési rátái – a szektorok és az időszakok között is – kiegyenlítődnek 
(i(t) = π), és a p árarányok változatlanok maradnak.” 
 
5.6. feladat  
Mi a Leontief-féle dinamikus input-output modellek implicit feltevése a termelési 
függvényről? 
Hogy a tőkekoefficiens ágazatonként rögzített (így a tőkeigények ill. beruházások a 
termelés – kapacitás – illetve a termelés változásával arányosan határozódnak meg).  
 
5.7. feladat 
a) Adja meg a zárt Leontief dinamikus modell t = 1, 2, … , T  időszakokra vonatkozó 
(előregörgetés) feltételrendszerét ! 
 
Bx1  k1,   (B + E  Ă)xt  Bxt+1 (t = 1, 2, … , T  1),  (B + E  Ă)xt = kt+1.   
 
b) Tegyük fel, hogy a zárókészletek (kívánatos) termékszerkezete adott, és ezt jelölje k0. 
Írja fel annak a programozási feladatnak a primális és duális alakját, amely a zárókészletek 
v szintjét maximalizálja a fenti (intertemporális) feltételek mellett! 
 
  (P) (D) 
  
  v  0, xt  0  (t = 1, 2, … , T) pt  0  (t = 0, 1, 2, … , T) 
 
 (p0) Bx1  k1 pTk0  1 (v) 
 
  (p1) (B + E  Ă)x1  Bx2 p0B  p1(B + E  Ă) (x1)  
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  … … … …  
 
 (pt) (B + E  Ă)xt  Bxt+1 pt 1B  pt(B + E  Ă) (xt)  
  … …  … … 
 
 (pT) (B + E  Ă)xT  vk0 pT 1B  pT(B + E  Ă) (xT) 
  
  v  max! p0k1  min! 
 
 
 
5.8. feladat  
Ismertesse a dinamikus Leontief-modell xt + 1 = B
1(B + E  A)xt  B1yt
c
 „előregörgetési” 
összefüggésében a B mátrix invertálhatóságának problémáját, gyakorlati-statisztikai 
tényállását! 
Az A mátrixszal azonos méretű B mátrixban is minden jószág szerepel, de a nem-beruházási 
javakhoz tartozó sorokban elvben csak zérus értékek szerepelnek (azaz csak a beruházási 
javakéban lehetnek pozitív elemek). Tehát B összefüggő (szinguláris), azaz nem invertálható. 
A gyakorlatban viszont, ha az ágazatokat hasonló főtevékenységű szervezetek összevonásával 
képzik üresek, akkor e szervezeteknek lehetnek beruházási javakat (gépeket, építményeket) 
előállító melléktevékenységei is, azaz a hozzájuk tartozó sorokban is lehetnek pozitív elemek. 
Ezek főleg a diagonálisban helyezkednek el, mivel e melléktermékként előállított beruházási 
javakat jellemzően a szervezetek a saját beruházásaik céljára állítják elő („saját rezsis 
beruházás”). Ha tehát a mátrix diagonálisában pozitív elemek vannak (és eléggé aggregált - kb. 
60 ágazatos - esetben gyakorlatilag minden ágazatban található „saját rezsis beruházást” végző 
szervezet), akkor a mátrix gyakorlatilag mindig invertálható.  
 
5.9. feladat  
a) A dinamikus Leontief-féle modell duálisának    pt = ptA + (pt+1  pt)B + ct
e
  alapegyen-
letében hogy értelmezhetjük a pt+1 árakat? 
A pt+1 vektor elemei pedig ezek (t + 1)-edik időszakbeli megfelelői, azaz a tőkejavak 
jövőértékei. pi,t+1 azt mutatja meg, hogy mennyiért lenne hajlandó valaki az i-edik tőkejószág 
egy egységének birtoklásáról egy időszakra lemondani. Mászóval az egyes termékeknek a t-
edik időszakban a (t+1)–edik időszakra (el)várt árait fejezik ki (a devizáknak a kamatlábak által 
meghatározott határidős árfolyamaihoz hasonlóan). 
b) Mi a a fenti duális alapegyenlet alternatív formája, és annak közgazdasági értelmezése? 
 
 pt = ptA + (pt 1  pt)B + ct
e
.   (DND-2) 
 
Rendezzük át a kapott feltételt az alábbi alakba: 
 
 pt + ptB = ptA + pt 1B + ct
e
. 
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Ez pedig szintén nem más, mint a nonprofit árképzés feltétele. A bal oldalon ugyanis a t-edik 
időszak teljes árbevétele szerepel egységnyi termelési szint esetén, ismét feltéve, hogy az időszak 
végén eladják a tőkejavak készleteit is. A jobb oldalon pedig a termelés teljes költsége. 
 
5.10. feladat  
Mi a Leontief-féle dinamikus input-output modellek x = Âx + ρ·Bx zárt stacionárius 
formájában az Â mátrix tartalma? 
Az amortizáció pótlásán felül tartalmazza a munkaerő újratermelés (fogyasztási) 
ráfordításait is. 
 
5.11. feladat  
Leontief-dinamikus input-output modelljében az 
x = Ax + ye + BΔx = Ax + ye + yb + Δs = Ax + ye + Baya + Δs 
egyenletben szereplő B és Ba mátrixoknak mi a tartalma, és milyen eltérő közgazdasági 
megfontolások húzódnak meg a közöttük történő választás során? 
Az A mátrix a folyó termelőfelhasználáson (közbenső ráfordítások) felül az állóeszközök 
karbantartási-pótlási ráfordítási igényeit is tartalmazza. A Ba mátrix viszont csak az 
állóeszközöket tartalmazza (a forgóeszközök a Δs –ben vannak figyelembevéve). A Ba az 
ágazati beruházási kiadásokra vonatkozik, míg az B a termelésekre. Választásuk a 
forgóeszközök szűkösségére vonatkozó feltevések, ill. az állóeszközök erőforrásként való 
explicit ábrázolásának célszerűsűgére és termelési függvénybeli szerepére vonatkozó 
feltevésektől függ. 
 
5.12. feladat  
A Leontief-dinamikus input-output modellben tegyük fel, hogy  A és B időben állandó, B 
invertálható, a yt
c
 külső fogyasztást pedig a C<l>xt képlettel a termelés során elhasznált 
munkaerő újratermeléséhez szükséges fogyasztásként a termeléssel arányosnak feltételezzük (l 
az egyes ágazatok fajlagos munkaerőigénye, a C mátrix ci,j eleme pedig a j-edik ágazatban 
elhasznált egységnyi munkaerő újratermeléséhez szükséges i-edik termék mennyiségét jelöli).  
A fenti adatok alapján képzett teljes körű ráfordítási együttható mátrix bevezetésével írjuk 
fel az „előre görgetés” módszerével x3-at az x0 bázisidőszaki termelési szint és a fenti 
paraméterek függvényében! 
A könyv 143. oldalán található Ă = A + sc◦l  képlet általánosításával az Ă = A + C<l> 
teljes körű ráfordítási együttható mátrix bevezetésével a könyv 134. oldalán felírt „előre 
görgetési” alapegyenletnek a könyv 135. oldalán található  
xt + 1 = B
1(B + E  A)xt   B1yt
c
 explicit formájába A helyére Ă-t,  yt
c
 = 0-t helyettesítve 
xt + 1 = B
1(B + E  Ă)xt   adódik. Ennek ismételt, rekurzív alkalmazásával a 
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x3 = {B
1(B + E  Ă)}3x0 összefüggés adódik. (egy számpélda található a Johansen-
DinLeo.xls file „DinLeo” munkalapján!) 
 
5.13. feladat 
a) Tegyük fel, hogy az  A mátrix már tartalmazza az állóeszközök pótlását, és állítsuk 
elő a teljes körű ráfordítási együtthatók Â mátrixát az alábbi feltevés alapján! Az ágazatok 
fajlagos munkaerő (főben kifejezett) igényét az l vektor tartalmazza, és az egységnyi (egy 
fő) munkaerő újratermeléséhez szükséges fogyasztás vektora sc.  
Â =  A + sc◦l 
b) Tegyük fel, hogy a fenti Â teljes körű ráfordítási együtthatók és a B beruházási 
együtthatók egy dinamikus, zárt Leontief-modell időben állandó együtthatói, és B 
invertálható! Írjuk fel az „előre görgetés” módszerével az x(0) bázisidőszaki termelési szint 
és a fenti paraméterek függvényében a 3-adik időszak termelési szintjét, az x(3)-t 
meghatározó összefüggéseket! (4p) 
x(t + 1) = B1(B + E  Â)x(t). Ennek ismételt, rekurzív alkalmazásával az x(3) = {B1(B 
+ E  Â)}3x(0) összefüggés adódik 
 
5.14. feladat 
Írja fel a dinamikus Leontief-modell  
a) intertemporális mérleg-alapegyenletét: 
 x(t) = Ax(t) + B[x(t +1)  x(t)] + ye(t). Ebből Bx(t + 1) = Bx(t) + x(t)  Ax(t)  ye(t) . 
 
b) ennek egyidőszakkal „visszagörgető” változatát, 
x(t) = (E  A + B)1[ye(t) + Bx(t +1)]. 
c) az egyidőszakkal „előregörgető” változatát, 
x(t + 1) = B
1(B + E  A)x(t)  B1ye(t).  
d) az alapképlet stacionárius változatát, 
x = Ax + ρ·Bx + yc 
e) az intertemporális mérleg-alapegyenlet zárt stacionárius változatát az általános és az 
egyidőszakos megtérülést feltételező esetben, 
x = Âx + ρ·Bx = (Â + ρ·B)x. Egyidőszakos emgtérülés esetében Â =B , így 
x = Ăx + ρĂx = (1+ρ)Ăx = Ăx, illetve a duális modell esetében   
p = pĂ + πpĂ = (1+)pĂ = pĂ,    
ahol  = (1+ρ) az egyensúlyi növekedési tényező,  = (1+) a profittényező. 
 11 
f) ennek sajátérték-feladat formájában felírt alakját: 

1
x = (E  Ă)1Bx   
g) az alapmodell duális feladatának intertemporális áregyenletét: 
p(t) = p(t)A + [p(t +1)  p(t)]B + ce(t) 
 
5.15. feladat 
A dinamikus Leontief-féle modell stacionárius változatában bizonyítsa be, hogy ha a B 
tőkeigényességi mátrix invertálható és ha a B-1(B + E  Â) mátrix (domináns) sajátértéke (1+ρ) 
, akkor az (E  Â)1B  mátrix (domináns) sajátértéke 1/ ρ ! 
Az Â jelölés is utal arra, hogy itt a zárt formáról van szó, azaz  ve =0 (az 5/12. dia szerint 
csak ennek van értelme). Ekkor (a t-időszakindexet nem feltüntetve) a modell  
x = Â x + ρ·Bx alapegyenletéből egyfelől a 

1
x = (E  Â)1Bx sajátérték-feladatot, másfelől 
a x = Âx + ρ·Bx + Bx  Bx = Âx + (1+ρ)·Bx  Bx összefüggést kapjuk, amiből átrendezéssel 
és B-1-zel szorzás után a B-1(B + E  Â) x = (1+ρ)·x saját-érték-feladat adódik. A 2 sajátérték-
feladat összevetéséből egyenesen következik az állítás. 
 
5.16. feladat 
a) Írjuk fel a dinamikus zárt Leontief-modell duális összefüggését!  
 pt(B + E  Ă) = pt + 1B    vagy    pt = ptĂ + (pt + 1  pt)B 
b) Legyen l a fajlagos munkaerő-igények vektora munkaórában, és c az egy ledolgozott 
munkaórára jutó fogyasztás konstans vektora. Mi lesz ennek alapján az yc fogyasztási vektor és 
az Ă teljes körű ráfordítási együtthatók meghatározása dinamikus zárt Leontief-modellben?  yc 
= (c◦l)x 
 Ă = A + c◦l 
c) Helyettesítsük be az Ă-ra kapott meghatározást az egyensúlyi árak képletébe, és bontsuk 
ki a kapott formulát összetevői szerint! Milyen értelmezés adható a pc skalárnak?  
 pt = ptĂ + (pt + 1  pt)B = ptA + pc + (pt + 1  pt)B,   pc a névleges órabér 
 
5.17. feladat 
Írjuk is fel a nyílt dinamikus Leontief-modell tőkemegtérülési rátákkal felírt áregyenletét:   
p = p(R + <ra>B) + p< >B<k> + wD 
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d) Mik a főbb különbségek a szokásos ÁKM-ármodellektől, s mi ezek magyarázata?   
Az L-modellben a tőkejavak egyedi termékek, az ÁKM modellben viszont a kompozit 
ágazati állóeszközök, ezek felhasználási együtthatóit képviseli a k vektor. Az amortizációs 
kulcsok és a (differenciált) tőkemegtérülési ráták ezekre vonatkoznak, s nem az ágazati 
kibocsátásokra, mint az L-modellben: <ra>B helyett B<rd><k>, p<>B helyett pedig 
pB<k>. Ott elsődleges erőforrások szerepeltek általában, itt csak a munkaerő, továbbá ott 
eltekintettünk adóktól, támogatásoktól, s végül tőkemegtérülési ráták arányai kívülről 
adottak. 
 
5.18. feladat 
 a) Legyen egy dinamikus, zárt Leontief-modell B mátrixa invertálható! Írjuk fel az „előre 
görgetés” módszerével az x(0) bázisidőszaki termelési szint és a fenti paraméterek függvé-
nyében a 3-adik időszak termelési szintjét, az x(3)-t meghatározó összefüggést!  (2p) 
x(t + 1) = B1(B + E  Ă)x(t). Ennek ismételt, rekurzív alkalmazásával az 
 x(3) = {B1(B + E  Ă)}3x(0) összefüggés adódik 
 
b) Írjuk fel a t. időszak naturális egyensúlyi feltételeit kapacitáskorlát és tőkeakkumulációs 
feltétel együttesével (legyen a tőkekészletek vektora kt):  (2p) 
    Bxt  kt 1, kt 1 + (E  Ă)xt = kt 
c) Írjuk fel, mik lesznek a zárt stacionárius Leontief-modell egyensúlyi feltételek explicit 
sajátérték-egyenlet formái általános tőkemegtérülési feltevés esetén (a jelölések megnevezése 
nélkül)!  
Mi az ebben szereplő együttható mátrix közgazdasági tartalma?  (2p) 
 

1
x = (E  Ă)1Bx, 

1
p = pB(E  Ă)1 Az egységnyi termeléshez szükséges 
ágazati tőkék előállításának teljes termelés igénye. 
 
C 
 
5.19. feladat 
Egy zárt dinamikus Leontief-modell t-ik (közbenső) időszakára vonatkozó naturális egyensúlyi 
feltételeket megadhatjuk az alábbi kapacitáskorlát és (tőke-) készletakkumulációs definíciós 
egyenlettel is: 
Bxt  kt -1,kt 1 + (E  Ă)xt = kt 
Tekintsük egymást követő 3. időszakot! Legyen a 0. időszakról áthúzódó tőkekészletek vektora 
k0.  
a) Írjuk fel három egymást követő időszakra a fenti feltételeket!  
1. időszak: Bx1  k0, k0 + (E  Ă)x1 = k1 
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2. időszak: Bx2  k1, k1 + (E  Ă)x2 = k2 
3. időszak: Bx3  k2, k2 + (E  Ă)x3 = k3 
 
b) Szokásosan feltesszük, hogy az elhasznált tőkekészleteket minden időszakban pótolják, 
ezek ráfordítási igényeit tartalmazza az Ă mátrix. Egyszerűsítsük a feltételek felírását oly 
módon, hogy kiiktatjuk a közbenső (1-2.) időszakok zárókészleteinek k1 és k2 változóit! Így a 
feltételek között meg fognak jelenni, gyenge egyenlőtlenségek formájában, a zárt dinamikus 
modell jegyzetből ismert intertemporális egyensúlyi feltételei. 
kezdő időszak (kap. korlát):  Bx1  k0 
1. időszak (intertemp. feltétel):(B + E  Ă)x1  Bx2 
2. időszak (intertemp. feltétel):(B + E  Ă)x2  Bx3  
záró időszak (zárókészlet): (B + E  Ă)x3 = k3  
 
c) A kapott feltételeket tekintsük egy lineáris programozási feladat feltételeinek, amelyben 
a célfüggvény a 3. időszak nyitókészleteinek adott q3 > 0 árakon vett értékének maximalizálása! 
Írjuk fel a kapott LP feladatot és annak duálisát! Legyen az első időszaki kapacitáskorláthoz 
rendelt duális változók vektora p0, a termékmérlegeké pt (t = 1, 2 3).  
 
  Primális   Duális 
Vált:  x1, x2, x3, k3  0  p1, p2, p3, p0  0 
(p0)     Bx1  k0   p0B  p1(B + E  Ă)  0  (x1) 
(p1) (B + E  Ă)x1  Bx2   p1B  p2(B + E  Ă)  0  (x2) 
(p2) (B + E  Ă)x2  Bx3   p2B  p3(B + E  Ă)  0  (x3) 
(p3) (B + E  Ă)x3 = k3   p3  q3  (k3) 
  q3k3  max  p0k0  min 
A duális feladat megfogalmazásához segítségül írjuk fel a feladat induló szimplextáblázatát! 
 x1 x2 x3 k3  
p0 B    k0 
p1 (B + E  Ă) B   0 
p2  (B + E  Ă) B  0 
p3   (B + E  Ă) E 0 
 0 0 0 q3  
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d) Elemezzük a feladat megoldását, k3 és p0 változók kivételével határozottan pozitív meg-
oldásokat feltételezve! (A kiegészítő feltételek egyenlőségek formájában teljesülnek, célszerű 
is átírni őket ilyen formába. Ahol lehet, használjuk a zárt dinamikus modell kapcsán bevezetett 
alakokokat!) 
LP   Primális  Duális Komplementaritás 
kezdő időszak:  Bx1  k0  ---- [Bx1] i = k0i, ha p0i > 0; 
1. időszak: (B + E  Ă)x1 = Bx2 p1 = p1Ă + (p0  p1)B ----  
2. időszak: (B + E  Ă)x2 = Bx3 p2 = p2Ă + (p1  p2)B  ---- 
záró időszak:(B + E  Ă)x3 = k3  p3 = p3Ă + (p2  p3)B ---- 
zárókészletek: ----  p3  q3 p3i = q3i, ha k3i > 0; 
 
e) Legyen x > 0 a stacionárius egyensúly termelési szerkezete, és a  = (1 + ) növekedési 
tényező, ahol  > 0, valamint k0 = Bx és q3 = p! Mutassuk meg, hogy az x1 = x, x2 = x, 
x3 = 2x, k3 = 3Bx = 3k0 és a p0 = 3p, p1 = 2p, p2 = p, p3 = p értékek optimális 
megoldások (lehetséges megoldások és a célfüggvények értéke megegyezik)! 
(p0)  Bx  = k0   (3p)B  (2p)(B + E  Ă) = 0     (x1) 
(p1) (B + E  Ă)x = B  (x) [= k0] (2p)B  (p)(B + E  Ă) = 0  (x2) 
(p2) (B + E  Ă)(x) = 2k0 [ = B(2x)]   (p)B  p(B + E  Ă) = 0  (x3) 
(p3) (B + E  Ă)(2x) = 3k0 [ =3B(3x)]         p = w     (k3) 
célfv-ek  pB(3x) = 3pk0 !! = !!  (3p)k0  
 
f) Elemezzük és értelmezzük a kapott megoldást, különösen az árak alakulása tekintetében! 
(Emlékezzünk vissza a jelen- és jövőértékről tanultakra!) 
 Az árak a 3. (jövő) időszakra diszkontáltak! A készletek értéke minden időszakban 
ugyanakkora: p3k3 = p2k2 = p1k1 = q0k0. Amilyen ütemben nő a kibocsátás és a készletek, olyan 
ütemben csökken az árszint. A közbülső időszakok egyensúlyi feltételei: 
(B + E  Ă)x = Bx  p(B + E  Ă) = pB 
 
g) Idézzük fel emlékeztetőül a zárt dinamikus Leontief-modell t-edik időszakra kapott 
egyensúlyi feltételeit, és hasonlítsuk össze az LP modellből a t-edik közbenső időszakra kapott 
feltételekkel!  
  Primális Duális 
DLM: (B + E  Ă)xt = Bxt pt = ptĂ + (pt+1  pt)B  pt(B + E  Ă) = pt+1B 
LP:  (B + E  Ă)xt = Bxt pt = ptĂ + (pt -1  pt)B  pt(B + E  Ă) = pt -1B 
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Mit veszünk észre? Milyen magyarázat adható az eltérésnek? Lehet a kettő egyenértékű?  
LP:    Δp = pt -1  pt =             DLM: Δp = pt+1  pt =  
Magyarázatok: 
LP:  pt = ptĂ + (pt -1  pt)B = ptĂ + pt<t1>B 
A készletek cseréjére az év végén (dec. 31-én 24 órakor) kerül sor, az adott évi árakon. A 
nonprofit feltétel: pt(B + E) az év során szerzett bevétel, ami egyenlő a ptĂ + pt1B költsé-
gekkel. Másképpen: pt(B + E  Ă) (bruttó/nettó) bevétel az év végére, az előző év végi pt1B 
befektetéssel szemben.  
Az árak a t-edik (a jövő) időszakra diszkontáltak! 
Még másképpen:  
pt = ptĂ  (pt  pt -1)B = ptĂ  pB ,  
ahol (pt  pt -1)B a készletérték-változás. Ez jellemzően negatív (csökken a jövőbeli értéke), 
növeli a termelő költségét.  
DLM: pt = ptĂ + (pt +1  pt)B = ptĂ + pt<t>B 
A készletek cseréjére az év elején (jan. 1-én 00 órakor) kerül sor, az adott évi árakon. 
pt(B + E  Ă) = pt +1B pt(B + E  Ă) = pt +1B pt(E  Ă) = pt<t>B 
Az árak a t-edik (a jelen) időszakra diszkontáltak! 
 
 5.20. feladat 
A dinamikus Leontief-modellben jelöljük a t-edik időszaknak az előző, a (t  1)-edik időszakról 
örökölt indulókészleteit kt-vel! Jelöljük ennek megfelelően a t-edik időszak zárókészleteinek, azaz 
a (t + 1)-edik időszak nyitókészleteinek állományát kt + 1 vektorral!  
a) Írjuk fel a fenti jelölésekkel a t-edik időszak erőforrás-allokációs korlátait, gyenge 
egyenlőtlenségek előírásával ! 
 
 Bxt  kt,   és   Bxt + xt  Axt  yt
c
 = kt + 1.  (DNP-2) 
 
b) Tekintsük kt és yt
c
 értékét adottnak, xt és kt + 1 értékét pedig változónak! Rögzítsük a 
következő időszaki kibocsátás (x0), és azon keresztül a zárókészletek (k0 = Bx0) kívánatos 
szerkezetét, és maximalizáljuk ebben a szerkezetben az elérhető szintjét, amit v-vel jelölünk! 
Tekintsük továbbra is külső adottságnak ct
e
-t, az elsődleges erőforrások t-edik időszakbeli fajlagos 
költségeit, azaz a termelés összköltsége ct
e
xt. Legyen tehát a maximalizálandó célfüggvény v  ct
e
xt! 
Írjuk fel az így definiált LP feladatot és annak duálisát ! 
 
   v  0, xt  0 pt + 1, pt  0 
 
 (pt) (B + E  A)xt  vk0  yt
c
 pt + 1B  pt(B + E  A)  ct
e
 (xt)  (LP-5.1) 
 
 (pt + 1) Bxt  kt ptk0  1 (v) 
 
  ct
e
xt + v  max! pt + 1kt  ptyt
c
  min! 
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c) Igazoljuk, hogy ha megadjuk a termékek, mint következő időszaki tőkejavak külső értékelési 
(átváltási) arányait (r), és a zárókészletek azon vett értékét (rkt + 1) maximalizáljuk, akkor is 
ugyanazon következtetésekhez jutottunk volna mint a fenti LP-feladatból ! 
lásd a Könyv 141. oldalát ! 
Mivel a ptk0  1 feltételhez tartozó v árnyékár pozitív, ezért ptk0 = 1, és így v = vptk0 = ptkt+1 
i) pt = r, azaz a t-edik időszak árai megegyeznek a készletek külső értékelésével (keresleti 
áraival). 
ii) A duális feladat első feltételei nem mások, mint a dinamikus L-modell (DND-2) 
áregyenlete: 
  pt = ptA + (pt  1  pt)B + ct
e
 
ugyanúgy, mint amikor a zárókészletek kívánatos szerkezetét rögzítettük és maximalizáltuk 
az elérhető szintjét. 
 
d) Tegyük fel, hogy az optimális megoldásban xt és kt + 1 pozitív és elemezzük a megoldást, 
mindenekelőtt a duális feladat megoldásának és a célfüggvények értéke egyezőségének közgaz-
dasági tartalmát! 
Könyv 141. oldal: 
„Az egyszerűség kedvéért tegyük fel, hogy a feladatnak létezik megoldása és k0 pozitív vektor volt! 
Emiatt xt is pozitív, a duális feltételek pedig egyenlőségek formájában teljesülnek. Normális 
körülmények között a pt árnyékárak is mind pozitívak lesznek.” 
„Ha viszont a pt árnyékárak pozitívak, mint várható, a primális feladat első feltételblokkja is 
egyenlőség formában teljesül. Az xt +1 = vx0, illetve vk0 = vBx0 = Bxt+1 helyettesítések után ebből 
megkapjuk a (dinamikus) mérlegegyensúly (DNP-1c) feltételeit. Mivel ptk0 = 1, és így v = vptk0 = 
ptkt +1, továbbá a két célfüggvény optimális értéke megegyezik egymással, az alábbi összefüggéshez 
jutunk: 
 ptyt
c
 + ptkt +1 = pt+1kt + ct
e
xt. 
 
Ez nem más, mint a Walras-törvény követelménye. A bal oldalon a végső felhasználás, a 
jobb oldalon pedig az elsődleges jövedelmek összegét láthatjuk bruttósított formában, mert a 
nyitó- és a zárókészlet egésze megjelenik, nem csak a készletváltozás. 
 
5.22. feladat 
  
A nyílt dinamikus Leontief-modellben jelöljük a t-edik időszak előző, a (t  1)-edik 
időszakról örökölt indulókészleteit kt-vel! Jelöljük ennek megfelelően a t-edik időszak 
zárókészleteinek, azaz a (t + 1)-edik időszak nyitókészleteinek állományát kt + 1 vektorral! ct
e
-t, 
az elsődleges erőforrások t-edik időszakbeli fajlagos költségeit, illetve yt
c
-t, a fogyasztást és kt-
t tekintsük külső adottságnak! 
a) Írjuk fel a t-edik időszak erőforrás-allokációs korlátait, gyenge egyenlőtlenségekkel!       
 
 Bxt  kt,   és   Bxt + xt  Axt  yt
c
  kt + 1.  (DNP-2) 
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b) Tekintsük xt és kt + 1 értékét változónak! Legyen r a kt + 1 zárókészletek külső értékelése 
(keresletei árai), és maximalizáljuk az rkt + 1  ct
e
xt nettó jövedelem szintjét! Írjuk fel a kapott 
LP feladatot és annak duálisát!  
  kt + 1, xt  0 pt +1, pt  0 
 
 (pt) (B + E  A)xt  kt + 1  yt
c
 pt +1B  pt(B + E  A)  ct
e
 (xt)  
 
 (pt +1) Bxt  kt pt  r (kt + 1) 
 
  ct
e
xt + rkt + 1  max! pt +1kt  ptyt
c
  min! 
 
c) Tegyük fel, hogy az optimális megoldásban xt és kt + 1 pozitív és elemezzük a megoldást, 
mindenekelőtt a duális feladat megoldásának és a célfüggvények értéke egyezőségének közgaz-
dasági tartalmát!  
  i) pt = r, azaz a t-edik időszak árai megegyeznek a készletek külső értékelésével (keresleti 
áraival), mivel a pt  r feltételhez tartozó kt + 1 duál-változó pozitív. 
 ii) Mivel xt is pozitív, a duális feladat első feltételei egyenlőség formájában teljesülnek, és 
a dinamikus L-modell (DND-2) áregyenletével azonosak lesznek: 
    pt = ptA + (pt +1  pt)B + ct
e
 
  ugyanúgy, mint amikor a zárókészletek kívánatos szerkezetét rögzítettük és 
maximalizáltuk az elérhető szintjét.  
 iii) a célfüggvények egyenlősége: 
  pt(kt + 1 + yt
c
) = pt +1kt + ct
e
xt  
Ez nem más, mint a Walras-törvény követelménye. A bal oldalon a végső felhasználás, a jobb 
oldalon pedig az elsődleges jövedelmek összegét láthatjuk bruttósított formában, mert a nyitó- 
és a zárókészlet egésze megjelenik, nem csak a készletváltozás. 
 
d) Legyen k0 adott pozitív vektor és maximalizáljuk ebben a szerkezetben az elérhető szintjét, 
amit v-vel jelölünk! Legyen tehát a maximalizálandó célfüggvény v  ct
ext! Írjuk fel az így módosult 
LP-feladatot és annak duálisát ! 
 
(LP-5.1) (P) (D) 
   v  0, xt  0 pt +1, pt  0 
 (pt) (B + E  A)xt  vk0  yt
c
 pt +1B  pt(B + E  A)  ct
e
 (xt)  
 (pt +1) Bxt  kt ptk0  1 (v) 
  ct
e
xt + v  max! pt +1kt  ptyt
c
  min! 
 
 
e) Tegyük fel, hogy e feladatnak is létezik megoldása, amire xt > 0 ! Igazoljuk, hogy a duális 
feladat megoldásában az árképzési egyenletek azonosak lesznek az előzőével, és a célfüggvények 
egyezőségéből is az eredeti feladatban kapott összefüggéseket vezethetjük le!  
Mivel a ptk0  1 feltételhez tartozó v árnyékár pozitív, ezért ptk0 = 1, és így v = vptk0 = 
ptkt+1 
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Továbbá mivel a két célfüggvény optimális értéke megegyezik egymással, a vptk0 = ptkt +1 a 
helyettesítéssel az alábbi összefüggéshez jutunk: 
 ptyt
c
 + ptkt +1 = pt+1kt + ct
e
xt. 
 
Alternatív (nettó) módon felírható így is: ptyt
c
 + ptΔk = Δpkt + ct
e
xt. 
 
5.23. feladat 
a) Mutassuk meg, hogy az (E  A)1B és az B(E  A)1 mátrixok sajátértékei megegyeznek 
egymással; és 
Az (E  A) mátrixszal balról szorzással és egyszerű átrendezésekkel megmutatható, hogy a  
x = (E  A)1Bx  sajátérték-feladat egyenértékű az x = (A + B)x, összefüggéssel, ahol  = 
1 /. 
Hasonlóan, az (E  A) mátrixszal jobbról szorzással és egyszerű átrendezésekkel megmutat-
ható, hogy a  
p = pB(E  A)1 sajátérték-feladat egyenértékű a p = p(A + B)  összefüggéssel. 
Mivel az  x = (A + B)x és a p = p(A + B) sajátérték-feladatok mátrixa közös, ezért sajátértékeik 
is közösek. Ebből pedig már egyenesen következik állításunk helyessége. 
 
b) az (A + kB) mátrixnak pontosan olyan k értékeknél lesz 1 a sajátértéke, amelyek a fenti 
sajátértékek reciprokai. 
Ld. fentebb! 
 
c) Milyen további „minimális” elégséges feltevések garantálhatják azt, hogy létezzék olyan 
pozitív k érték, amely mellett az (A + kB) mátrixnak 1 sajátértéke lesz, s tartozik hozzá nem 
negatív sajátvektor. Adjunk meg alternatív feltételeket reducibilis és irreducibilis struktúrájú 
mátrixokra egyaránt. Hány különböző ilyen k érték létezhet? Mi a feltevések közgazdasági 
tartalma, ha A és B a dinamikus Leontief-modell két együttható mátrixa? 
x = (A + kB)x u.azok a feltételek, mint x = B(E  R)1x esetén:  > 0, x  0!  
Ez pedig: B(E  A)1 nemnegatív, és 1B(E  A)1 > 0, azaz a B(E  A)1 mátrix minden 
oszlopában van legalább egy pozitív elem (a tőke nélkülözhetetlen).  
Ugyanis: a sajátérték-egyenlet mindkét oldalát az 1 összegző vektorral balról beszorozva 
kapjuk: 
1x = 1B(E  A)1x, 
ahol az 1B(E  A)1 vektor pozitív és x legalább részben pozitív, és ezért mind az egyenlet 
jobb oldalán kapott 1B(E  A)1x, mind 1x értéke pozitív skalár. Ebből adódóan  értéke 
szintén szükségképpen pozitív. 
Elvben akár n ilyen  is lehet. 
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6. fejezet – Az input-output modellek matematikai 
közgazdaságtani alapjai 
 
B 
 
6.1. feladat 
a) Legyen a folyó ráfordítási együtthatók A mátrixának Leontief-inverze 









1,30,6
0,41,9
)( 1-  = AE  
Legyen 0,4 és 0,2 a fajlagos foglalkoztatási együttható (bruttó termelésre vetített létszám) a 
két ágazatban. 100 egységnyi külső felhasználástöbblet mennyi többletfoglalkoztatást 
eredményez attól függően, hogy az első vagy a második ágazat termékére irányul?  
Az eredményt az l(E  A)1 szorzat adja meg. Ha az első termékre irányul, akkor a 
többletfoglalkoztatás 88 (az 1. ágazatban 0,4∙1,9∙100 = 76, a 2. ágazatban 0,2∙0,6∙100=12), ha 
a 2. termékre irányul, akkor a többletfoglalkoztatás 42 (0,4∙0,4∙100 + 0,2∙1,3∙100). 
 
6.2. feladat 
Konvergens-e az alábbi mátrixok Neumann-sora? (Indokoljuk meg a választ!) 
 
A1 : Nem (minden oszlopösszeg 1, azaz a mátrix sajátértékei között van az 1, azaz a mátrix 
nem produktív – ami ekvivalens azzal, hogy a Neumann-sor nem konvergens, 
A2 : Igen, mivel 0,11∙9 <1 a Leontief mátrix determinánsa pozitív, azaz invertálható. 
Konvergens-e az alábbi mátrixok Neumann-sora? (Indokoljuk meg a választ!) 
 
A1 : Igen (Leontief-inverze nem nemnegatív),  
A2 : Nem (minden oszlopösszeg 1, azaz a mátrix sajátértékei között van az 1, azaz a mátrix 
nem produktív – ami ekvivalens azzal, hogy a Neumann-sor nem konvergens, 


















   =         =  
09
11,00
 
0,30,30,2
0,40,60,3
0,3,10,0,5
21 AA  


























 
a
b
  =         =          = 
0
0
 
0,30,40,3
0,40,30,3
0,30,30,4
0,90
10,7
321 AAA  
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A3 : Csak akkor ha a∙b <1 (a Leontief mátrix determinánsa pozitív, azaz invertálható) 
 
6.3. feladat  
Bizonyítsa be, hogy ha a nemnegatív A mátrixnak létezik nemnegatív (E  A)1  Leontief 
inverze, akkor annak diagonálisában 1-nél nagyobb vagy egyenlő számok találhatók! Mit 
mondhatunk az A mátrixról ha Leontief inverze az alábbi: 
Az (E  A)∙(E  A)1 = E definícióból balról tagonként való beszorzás és átrendezés után az 
(E  A)1  E = A∙(E  A)1 azonossághoz jutunk. A feltevés szerint ennek jobb oldalán mind 
A, mind (E  A)1 nemnegatív, tehát a szorzatuk is. Tehát (E  A)1  E , amiből látszik, hogy 
a diagonális elemek legalább 1-es értékűek. 
Fordítva, ha (E  A)1 E valamelyik diagonális eleme negatív (azaz az inverzé egynél 
kisebb, ahogy a mellékelt számpéldában is), akkor e nagatív elemet az (E  A)1 
 E = A∙(E  A)1 szorzat csak úgy tudja előállítani (E  A)1 feltevés szerinti nemnegatív voltát 
figyelembevéve, ha A valamelyike eleme negatív. Ez viszont azt jelenti, hogy A nem jelenthet 
ráfordítási együttható mátrixot (a bruttó ábrázolásban mind R mind K nemnegatív, nettó 
ábrázolásban pedig A nem ráfordítás, hanem nettó kibocsátás jelentésű). 
 
6.4. feladat 
Ha az A ráfordítási együtthatómátrix (E-A)-1 Leontief-inverze az alábbi, produktív-e az A 
mátrix? 
(E-A)-1=       








95 0,1,0
0,251,1
 
Mivel diagonális eleme 1-nél kisebb, nem produktív (lásd a Gale-féle tétel algebrai 
bizonyításánál ill. a produktiv.xls file A12:c19 celláiban) 
 
6.5. feladat 
Igazolja, hogy az A-ban kell lennie negatív elemnek, ha (E  A)-1 nemnegatív, de valamely 
diagonális eleme 1-nél kisebb! 
Mivel (E  A)-1 – E = A(E  A)-1 és a bal oldalon levő mátrix valamely diagonális eleme 
negatív, akkor az nem adódhatott két nemnegatív mátrix szorzataként. Tehát A-nak kell lennie 
negatív elemének.  
 
6.6. feladat 
 (E-A)-1=       








95 0,1,0
0,251,1
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Mit nevezünk az A produktívnak feltételezett ráfordítási együtthatómátrix Neumann-
sorának (Menger féle „első és magasabb rendű termelési tényező igények”-nek), és ha ennek 
véges összegét S jelöli, akkor bizonyítsa be, hogy  SA = AS ! 
S = E + A + A2 + ... + An +… 
SA = (E + A + A2 + ... + An +…)A = A + A2 + ... + An + An+1 +… 
AS = A(E + A + A2 + ... + An +…) = A + A2 + ... + An + An+1 +…= SA 
 
6.7. feladat 
Bizonyítsa be, hogy ha az A nemnegatív, négyzetes mátrixnak létezik nemnegatív Leontief-
inverze, akkor az   
 S = E + A + A2 + …  + An + … 
Neumann-hatványsorának összege konvergens, és ekkor annak határértéke maga a Leontief-
inverz! 
 
Könyv 160-161. oldal: „Vegyünk egy tetszőleges d > 0 vektort, és képezzük ennek segítségével 
az x = (E – A)1d vektort! x képzési szabálya miatt nyilván fennállnak az x > Ax  0 
egyenlőtlenségek. Legyen 0 < k < 1 egy olyan skalár, amelynek esetén kx  Ax. Ilyen k 
nyilván létezik az x > Ax határozott egyenlőtlenség fennállása miatt.  
 Teljes indukcióval beláthatjuk, hogy k nx  Anx  0 minden n esetén, ugyanis a 
  
 k n1x  An1x  0 
 
 egyenlőtlenségeket az A mátrixszal balról beszorozva azt kapjuk, hogy 
  
 k n1Ax  Anx  0, 
 
 ahol kx  Ax, amit behelyettesítve kapjuk:  
  
 k nx  k n1Ax  Anx  0. 
 
 A knx vektorsorozat határértéke n növekedésével 0-hoz tart. Emiatt a k nx  Anx 
egyenlőtlenség jobb oldalán levő, ugyancsak nemnegatív elemekből álló Anx vektorsorozat 
határértéke is 0 lesz. Mivel x > 0 és An  0, ezért Anx, az An mátrix oszlopvektorainak pozitív 
lineáris kombinációja. Ezek elemeinek végtelen sorozatai csak akkor tarthatnak 0-hoz, ha az 
őket alkotó nn sorozat mindegyike nullához tart, azaz An  0. .  
 A mértani sor analógiájára ugyanakkor egyszerűen beláthatjuk, hogy  
 
 SnA = A + A
2 + ... + An+1 = Sn – E + A
n+1, 
 mivel az eredeti Sn–ből az E elhagyásával és az A
n+1 hozzáadásával is származtathatjuk. 
Ebből  
 Sn (E – A) = E – A
n+1 , amiből  Sn = (E – A
n+1)(E – A)1. 
 
 Ebből viszont már, határértéket véve, egyszerűen következik a bizonyítandó állítás:  
 S = (E – A)1.” 
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6.8. feladat 
Bizonyítsa be, hogy ha az A nemnegatív, négyzetes mátrixnak létezik nemnegatív Leontief-
inverze, ha az   
 S = E + A + A2 + …  + An + … 
Neumann-hatványsorának összege konvergens ! 
 
Bizonyítás: Tegyük fel, hogy a fenti sor konvergens! Nyilvánvalóan fennáll, hogy 
 
 AS = SA = S – E, 
 
 amiből egyszerű átrendezés után adódik, hogy  
 
 (E – A)S = S(E – A) = E, azaz S = (E – A)1. 
 
 
6.9. feladat 
a) Ha A produktív, akkor mi az elsődleges erőforrások nélkülözhetetlenségének szükséges 
és elégséges feltétele (képlettel)? 
1D(E  A)1 > 0 
b) A Leontief-féle nyílt statikus modell A ráfordítási együtthatómátrixának produktivitását 
a gyakorlatban a produktivitás ekvivalens feltételei közül melyikkel lehet ill. szokták 
ellenőrizni? 
A duális-Gale féle-feltétellel, azaz hogy létezik olyan pˆ   0 vektor, hogy pˆ  > pˆA (pozitív 
hozzáadott értékek). Általában minden ágazatban van pozitív hozzáadott érték. 
 
6.10. feladat  
a) Mit nevezünk egy A ráfordítási együtthatókkal jellemzett termelési rendszer önmegújító 
képességének?   
Az A ráfordítási együtthatókkal jellemzett termelési rendszer (Leontief-gazdaság) akkor képes 
önmagát  > 0 szinten megújítani, ha van olyan x  0 termelési vektor, amely esetén x  Ax, 
vagyis legalább akkora a kibocsátása, mint a termelés  szinten való megismétléséhez a saját 
maga által előállított termékekből szükséges ráfordítás mennyisége. A termelés szűkített, 
egyszerű vagy bővített megújításáról beszélünk attól függően, hogy  1-nél kisebb, egyenlő vagy 
nagyobb. Az önmegújító képesség nyilván a produktivitás szükséges, de önmagában nem 
elégséges feltétele.  
b) Egy A és D ráfordítási együttható mátrixokkal adott Leontief-modellben mi az elsődleges 
erőforrások nélkülözhetetlenségének, szükséges és elégséges feltétele? 
Ha Dx  0, valahányszor  > 0, x  0 és x  Ax, azaz a termelés pozitív szinten 
megújítható. 
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c) Igazoljuk, hogy egy nemnegatív, négyzetes A mátrix akkor és csak akkor irreducibilis, 
ha bármely szemipozitív x esetén Ax legalább egy olyan komponensében pozitív, ahol x-ben 0 
szerepel! Mi ennek a közgazdasági tartalma? 
Odafelé: Tegyük fel először, hogy bármely szemipozitív x esetén Ax legalább egy olyan 
komponensében pozitív, ahol x-ben 0 szerepel ! Ha A reducibilis lenne, akkor tekintsünk egy 
olyan x szemipozitív vektort, amiben a reducibilis mátrixoknál alkalmazott szokásos 
particionálással x1  0 , x2 = 0. Mivel A21 = 0 , így Ax -nek az (a 2. termékcsoporthoz tartozó) 
alsó blokkja (A21x1 + A22x2) is 0, ami ellentmond a feltevésünknek. Tehát az A mátrix 
reducibilis. 
Visszafelé: Tegyük fel, hogy A irreducibilis! Tekintsünk egy tetszőleges szemipozitív x 
vektort, aminek legyenek a pozitív komponensei x1, a zérus komponensei pedig x2 ! Ha Ax -
nek az (a 2. termékcsoporthoz tartozó) alsó blokkja legalább egy komponense pozitív, akkor 
kész vagyunk. Ezt indirekt módon bizonyítjuk: Tegyük fel, hogy A21x1 + A22x2 = 0 ! Ebből 
következik, hogy A21x1 = 0. Viszont mivel minden eleme pozitív, ez csak akkor lehet, ha A21 = 
0. Ebből viszont az mátrix reducibilitása következne, ami ellentmond a kiinduló 
feltevésünknek. Tehát az A21x1 + A22x2 = 0 indirekt feltevésünk hamis, valamely 
komponensének pozitívnak kell lennie. Q.E.D. 
 
6.11. feladat  
 
Legyen A  0 produktív, D  0, és az elsődleges erőforrások nélkülözhetetlenek. Bizonyítsuk 
be, hogy a fenti együtthatókkal adott I-O technológiában minden lehetséges tevékenység 
hatékony, és ezekhez ugyanazok a (reguláris) hatékonysági árak tartoznak ! 
 
Bizonyítás (Könyv 171. oldal): Konstruktív bizonyítást adunk. A konstans mérethozadék miatt 
a hatékonysági árak mellett elérhető maximális profit csak nulla lehet. A (p, w) hatékonysági 
áraknak tehát eleget kell tenniük a p = pA + wD nonprofit összefüggésnek. Legyen most w egy 
tetszőleges pozitív vektor! Mivel A produktív, létezik L-inverze és az nemnegatív. Ebből és az 
elsődleges erőforrások nélkülözhetetlenségének feltevéséből következően 
 
      p = wD(E  A)1 > 0, és p képzési szabályából adódóan p = pA + wD. 
 
A kapott feltételeket másképpen felírva:  
  
              (p, w)










D
AE
= 0, azaz  (p, w)










D
AE
x = (p, w)








e
v
t
t
= 0 minden x  0 esetén, 
 
ahol tv = (E  A)x és te = Dx. 
Tehát a (p, w) árrendszer minden eleme pozitív, és ezen árak mellett bármely lehetséges 
tevékenység nyeresége nulla, ami azt jelenti, hogy minden lehetséges tevékenység maximális 
nyereséget ér el az adott pozitív árak mellett, tehát mind hatékony.  
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Az elsődleges erőforrások pozitív w árvektorát a bizonyításban tetszőlegesen választottuk meg. 
Ez azt jelzi, hogy számtalan hatékonysági árrendszer létezik, és ezek minden lehetséges 
tevékenység alkalmazását egyaránt gazdaságossá teszik.  
 
6.12. feladat  
Igazolja, hogy a nemnegatív, négyzetes A mátrixnak létezik nemnegatív, azaz (E  A)1≥ 0  
Leontief-inverze, ha van olyan x'  0, amelynek esetén x' > Ax'. 
Könyv 157. oldal: 
„a) Az x' vektor csak pozitív elemeket tartalmazhat, mivel A nemnegatív és fennállnak az x' > 
Ax'  0 egyenlőtlenségek. 
b) Most megmutatjuk, hogy az állításban jelzett tulajdonságú x' vektor létezése esetén az x  
Ax egyenlőtlenséget csak nemnegatív x vektorok elégíthetik ki. Indirekt úton bizonyítunk. 
Tegyük fel, hogy az x  Ax egyenlőtlenségnek létezik olyan x megoldása, amelynek van 
negatív eleme. Mivel x' > 0, ezért minden ilyen esetben egyértelműen meghatározható egy 
olyan pozitív k skalár, amely esetén az xk = x + kx' módon képzett xk vektornak már nem 
lesz negatív komponense, de még legalább egy eleme nulla lesz. Mivel az így képzett xk 
vektor komponenseire külön-külön fennállnak az x  Ax illetve kx'> kAx' 
egyenlőtlenségek, ezeket összeadva nyilvánvalóan fenn fognak állni az  
 xk = x + kx' > Ax + kAx' = A(x + kx') = Axk  0  
 egyenlőtlenségek. Ebből viszont az xk képzési szabályának (egy komponense 0 voltának) 
ellentmondó xk > 0 egyenlőtlenség következne. Ellentmondáshoz jutván a bizonyításban 
kulcsfontosságú szerepet játszó állításunk (az x  Ax egyenlőtlenséget csak nemnegatív x 
vektorok elégíthetik ki ) helyességét igazoltuk. 
c) A fenti két megállapításból már következik, hogy az x = Ax egyenletnek csak a triviális x = 
0 megoldása létezhet. Az x = Ax egyenlőség ugyanis egyenértékű az x  Ax és az x  Ax 
(x  Ax) egyenlőtlenségek egyidejű fennállásával. A b) pontban igazoltak miatt ebből 
egyrészt az x  0, másrészt az x  0 (x  0) egyenlőtlenség következik. A kettő együttes 
fennállása miatt az x = Ax, azaz az (E  A) x =0 homogén egyenletrendszer megoldása 
valóban csak a 0 vektor lehet, amiből következően az (E  A) mátrix nem lehet szinguláris, 
tehát létezik inverze. 
d) Legyen sj az (E  A)1 mátrix j-edik oszlopa, azaz sj = (E  A)1e j, ahol e j a j-edik egység-
vektor. Az sj-t definiáló egyenletet átrendezve az sj = Asj + e j azonossághoz jutunk. Ebből 
egyrészt kiolvasható a Leontief-inverz első jelentése: sj egy olyan bruttó kibocsátási vektor, 
amely esetén éppen e j nettó kibocsátás keletkezik. Másrészt, sj  Asj, ezért a b) pontban 
bizonyítottak értelmében sj  0. Sőt, az sj = Asj + e j azonosság miatt sj  e j, azaz (E  A)1  
E.” 
 
6.13. feladat  
Igazolja, hogy ha a nemnegatív, négyzetes A mátrixnak létezik nemnegatív, azaz (E  A)1≥ 
0  Leontief-inverze, akkor van olyan x'  0, amelynek esetén x' > Ax' ! 
Bizonyítás (Könyv 157. oldal): Ha (E  A)1  0, akkor tetszőleges pozitív d vektorral 
beszorozva olyan x vektort kapunk, amely eleget tesz a produktivitási feltételben szereplő 
kritériumoknak, ugyanis 
 x = (E  A)
1d  0   és   x  Ax = d > 0. 
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6.14. feladat  
Bizonyítsa be, hogy ha a nemnegatív A mátrixnak létezik nemnegatív (E  A)1  Leontief 
inverze, akkor az A mátrix eleget tesz a Gale-féle duális produktivitási feltételnek! 
Bizonyítás: Ha (E  A)1  0, akkor tetszőleges pozitív d vektorral balról beszorozva olyan 
p vektort kapunk eredményül, amely eleget tesz a duális produktivitási feltételben szereplő 
kritériumoknak, ugyanis 
p = d (E  A)1  0  (mivel mindkét tényezője nemnegatív) és ennek mindkét oldalát (E  
A) -val jobbról beszorozva a p  pA = d > 0 összefüggéshez jutunk, amiből p > pA  a duális 
kritérium. 
 
6.15. feladat  
A Gale-féle produktivitási tétel alapján igazolja, hogy a (k·E  A) mátrixnak, ahol A 
nemnegatív, négyzetes mátrix, pontosan akkor létezik nemnegatív inverze, ha van olyan x  0, 
hogy k·x > Ax. 
Bizonyítás: Nyilvánvaló, hogy k csak határozottan pozitív szám lehet. Ekkor viszont 
(kE  A)1 = .
11
1






 AE
kk
 
A tételben A helyére (A/k)-t helyettesítve egyszerűen adódik állításunk helyessége. 
 
6.16. feladat  
a) Mikor mondjuk, hogy a j-edik ágazat m-ed fokon függ az i-ediktől?  
 
A j-edik ágazat m-ed fokon (közvetlenül, ha m = 1, közvetve, ha m > 1) függ az i-ediktől, ha van 
olyan, i-től j-hez vezető k(0), k(1), ... , k(m) sorozat (1  m  n – 1), amelyben minden ágazat 
csak egyszer szerepel és ak(s–1),k(s) > 0 minden k(s) (1  s  m) esetén.  
 
b) Mit mondhatunk ha az A
m
 mátrix adott (i, j) pozíciójában lévő elem, [Am]ij pozitív? 
Teljes indukcióval beláthatjuk, hogy ha a j-edik ágazat m-ed fokon  függ az i-ediktől, akkor az A
m
 
mátrix adott (i, j) pozíciójában lévő elem, [A
m
]ij pozitív. Ez fordítva is igaz, ha az A
m
 mátrix adott 
(i, j) pozíciójában lévő elem, [A
m
]ij pozitív, akkor a j-edik ágazat m-ed fokon függ az i-ediktől. 
 
c) Hogyan definiáltuk a ráfordítási kapcsolat rendjét, és hogyan állapíthatjuk meg annak 
nagyságát valamely két ágazat között? 
Egy adott ágazat valamely más ágazattól való függőségének rendjét az adott irányban 
megmutatkozó függőség legalacsonyabb fokával azonosítjuk. Megvizsgáljuk, hogy az R 
mátrix hányadik hatványában jelenik meg először pozitív szám az adott i, j pozícióban  
 
6.17. feladat  
 Mi a dekomponálható (reducibilis) mátrixok definíciója? 
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Az olyan négyzetes mátrixokat, amelyeknek (szükség esetén a sorainak és oszlopainak azonos 
átrendezésével nyert mátrixnak) létezik olyan  
 I1 I2  I1 I2 
I1 A11 A12 
vagy 
A11 0 
I2 0 A22 A21 A22 
                                           I. eset                           II. eset 
partíciója, amelyben az A21 és/vagy az A12 mátrix 0. Ellenkező esetben nem dekomponálható 
(irreducibilis) mátrixokról beszélünk.  
 
6.18. feladat  
Bizonyítsa be, hogy az A ráfordítási együtthatókkal adott input-output termelési rendszer 
akkor és csak akkor teljesen összefüggő (azaz minden ágazat közvetlenül vagy közvetve függ 
minden másik ágazattól), ha A irreducibilis ! 
Bizonyítás: Elegendő azt bebizonyítanunk, hogy pontosan akkor találhatunk egy független 
ágazatcsoportot, ha az A mátrix reducibilis. Legyen A reducibilis, éspedig az I. eset szerint 
particionálható, ahol A11 és A22 négyzetes mátrix! Mivel az I1-be tartozó ágazatok egyike sem függ 
közvetlenül az I2-be tartozó ágazatoktól (csak egymástól függhetnek), ezért nyilvánvalóan független 
ágazatcsoportot képeznek. 
Tegyük most fel, létezik független ágazatcsoport! Van tehát legalább egy olyan (i, j) index-pár, 
hogy az abban szereplő j-edik ágazat nem függ az i-ediktől. Álljon I1 a j-edik ágazatból és (csak) 
azokból, amelyektől maga is függ. I1 nyilván nem üres (tartalmazza j-t), de a komplementere, I2 
sem lehet üres (tartalmazza i-t). Particionáljuk az A mátrixot I1 és I2 indexhalmazok szerint! A21 
szükségképpen 0. Ha ugyanis lenne pozitív (akl > 0) eleme, az azt jelentené, hogy egy I1-beli ágazat 
közvetlenül függne egy I2-be tartozótól. De akkor (közvetve) a j-edik ágazat is függene ettől, s így 
definíció szerint annak is I1-ben lenne a helye.  
 
6.19. feladat 
A Perron-Frobenius tételek alapján bizonyítsa be, hogy ha a folyó termelő felhasználások 
közé bevonva az erőforrások újratermelési ráfordításait irreducibilis mátrixot kapunk, akkor az 
így kapott ráfordítási együttható-mátrix domináns sajátértéke nagyobb lesz, mint az eredetié! 
i)Az összevont (redukált) alakban ez a vii) Perron-Frobenius tételből (0  A  B, akkor (A) 
< (B); ), következik, ugyanis a rápakolással kapott B mátrix félig nagyobb mint az eredeti 
A mátrix,  
ii)A kibővített alakban pedig a viii) Perron-Frobenius tételből ((A) > (Am), ahol Am az A 
mátrix egy főminor mátrixa) következik, ugyanis az eredeti mátrix (itt Am) a kibővített 
mátrix (itt A) főminorja. 
 
 
6.20. feladat  
Bizonyítsa be, hogy az ·x = Ax sajátérték-feladat  megoldásának reciproka egy olyan 
stacionárius egyensúly növekedési tényezőjeként értelmezhető, amely esetén a termelés 
folyamatok egy évet vesznek igénybe, és így az adott időszakban termelt termékek csak a 
következő időszakban használhatók fel! Mi lesz az A mátrix közgazdasági tartalma? 
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A t-edik időszak termékmérlege: Ax(t) = x(t-1) (azaz az időszaki felhasználás egyensúly 
esetén egyenlő az időszak eleji készletekkel, amik az egyéves megtérülés feltevésével az előző 
évi termeléssel egyeznek meg). Ezt behelyettesítve az egyenletes és arányos növekedés x(t) = 
λ∙x(t-1) feltételébe x(t-1) helyére, az x(t) = λ∙Ax(t) adódik. Ezt λ-val osztva az (1/λ)∙x(t) = Ax(t) 
sajátérték feladat adódik, amiben  = 1/λ helyettesítéssel a kiinduló sajátérték-feladattal azonos 
(csak a t indexet nem szerepeltető) feladathoz jutunk, azaz megoldása is azonos. 
Az A mátrix a termeléshez felhasznált termelési eszközök pótlásán túl a munkaerő 
fogyasztását is tartalmazó, teljes körű ráfordítási együttható mátrix. 
 
6.21. feladat  
Egészítsük ki az általános esetre megfogalmazott Perron-Frobenius tételek alábbi állításait 
és magyarázza meg közgazdasági gazdaságpolitikai jelentésüket: 
1) pozitív sajátvektor csak a domináns sajátértékhez tartozhat 
2) ha A  B, akkor (A)  (B)  
3) (A) ≥ (Am), ahol Am az A mátrix egy főminor mátrixa. 
 A közgazdasági jelentéseik az alábbiak: 
1) Nincs két alternatív egyenletes növekedési pálya, se kisebb, se nagyobb növekedési 
ütemmel (más szerkezetben) 
2) A ráfordítási együtthatók javulása növeli az elérhető növekedési ütemet, illetve ha B 
valamely erőforrás részleges bezárásával kapott együtthatómátrix (pl. B = A+Am), akkor 
ha ezáltal gondoskodunk ennek az erőforrásnak az újratermeléséről, akkor a termékek 
növekedési üteme csökken 
3) Rablógazdálkodással a termékek egy szűkebb körén („termelőszféra”) mérve nagyobb 
növekedési ütemet lehet elérni amíg a felélt erőforrások korlátaiba nem ütközünk. 
 
6.22. feladat  
a) Reducibilis-e az alábbi mátrix? Indokolja az állítását!  
0 0 13 14 0 
21 22 23 24 25 
31 0 0 34 0 
41 0 43 44 0 
51 52 53 54 55 
Igen, a Reducib-Lang Peter.zip által számított elrendezés az alábbi: 
22 25 23 24 21 
52 55 53 54 51 
0 0 0 34 31 
0 0 43 44 41 
0 0 13 14 0 
 
A témáról lásd a jegyzet 168. oldalát. A számításokat lásd a röpi80403.xls file „Reducib” 
munkalapja A26:F31 blokkjában 
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b) Reducibilis-e az alábbi mátrix? Indokolja az állítását! 
11 0 0 14 0 
21 22 23 24 25 
31 32 33 34 35 
41 0 0 44 0 
51 52 53 54 55 
 
Igen, az egyik megoldás az 1. és az 5. sor ill. oszlop felcserélése, egy további megoldás 
pedig az alábbi (Lásd a röpi80409.xls file 17-31. sorában): 
 2 3 5 4 1 
2 22 23 25 24 21 
3 32 33 35 34 31 
5 52 53 55 54 51 
4 0 0 0 44 41 
1 0 0 0 14 11 
 
Általában egy mátrix reducibilitásának vizsgálatához célszerű egy kört rajzolni és annak 
kerületén pontokkal képviseltetni az egyes termékeket. Ezután a mátrix aij > 0 pozitív elemeit 
az i-edik terméket képviselő pontból a j-edik terméket képviselő pontba (azaz az inputokból az 
outputokba) tartó nyilakkal kell ábrázolni. Végül az ábrán meg kell keresni, hogy van-e olyan 
pont vagy pontcsoport, amelyekbe a többi pontból nem érkezik nyíl. Az ilyen pontok halmaza 
a független ágazatcsoport, és a termékeket úgy kell újrasorszámozni, hogy ezek legyenek az 
utolsók. Ekkor az A21 mátrixblokk zérus lesz.  
 
6.23. feladat  
Tegye be a hiányzó relációjeleket a Perron-Frobenius tételeknek az általános esetre 
megfogalmazott alábbi vii) állításába, és magyarázza meg az állítás közgazdasági értelmét! 
Ha A  B, akkor (A) … (B)  
Megoldás: Ha A  B, akkor (A) ≤ (B) . 
Értelmezése: ha a ráfordítási együtthatók nőnek (A-ról B-re), akkor a domináns sajátérték, 
az általános ráfordítási szint is nő (legalábbis nem csökken), azaz a maximális egyensúlyi 
növekedési ütem (a sajátérték reciproka) csökken.  
 
6.24. feladat  
Bizonyítsa be a Perron-Frobenius tételek (iii-v) alapján a produktivitás 4 egyenértékű 
(Simon Hawkins) feltételei közül az  
 létezik olyan xˆ   0, hogy xˆ  > xAˆ  (van többlettermék, primális produktivitás), 
 (A), az A mátrix domináns sajátértéke 1-nél kisebb. 
feltételek egyenértékűségét! 
Megoldás: a Perron Frobenius tételek iii) állításába (azaz, hogy a (kE  A) mátrixnak akkor 
és csak akkor létezik nemnegatív inverze, ha k > (A), illetve ha van olyan x  0, hogy kx 
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> Ax) k=1 helyettesítéssel adódik.  
Megjegyzés: Valójában éppen fordítva, a Perron-Frobenius tételek (iii állítását 
(pontosabban az annak bizonyításához képzett H(A) halmaz azon tulajdonságát, hogy nem 
tartalmazza a mátrix sajátértékeit) éppen a Gale-féle primális produktivitási feltétel és tétel 
(illetve annak a k∙E-A mátrixra való általánosítása) alapján bizonyítottuk. 
 
6.25. feladat 
a) Milyen mátrix melyik sajátértéke határozhatja meg az egyensúlyi növekedés ütemét 
egy stacionárius L-modell esetén, s miért? 
az (E  Ă)1B mátrix sajátértékének reciproka  
x = Ăx + ρ·Bx alapegyenletéből kapjuk:  

1
x = (E  Ă)1Bx 
b) Legyen egy 3-termékes gazdaságban a ráfordítási együtthatók A mátrixa az alábbi: 
  A = (
0,8 0 1
0 0,5 0
0 0,5 0,9
) 
 Produktív-e ez a gazdaság? (Válaszát most is indokolja meg!) 
Igen, minden egyes termékből lehet pozitív nettó kibocsátást elérni: az 1. termék egységét 
az  
x = [5   0   0 ] , a 2. termék egységét az x = [50   2  10  ], a 3. termékét pedig az  
x = [50   0  10  ] vertikum állítja elő.  
c) Mutassa meg, hogy a fenti együttható mátrixszal jellemzett gazdaságban létezik független 
ágazatcsoport! Melyik ez? 
Az 1. és a 3. ágazat (nincs szükségük a 2. termékre, ami sraffai értelemben „luxuscikk”, 
más ágazatnak nincs rá szüksége). A mátrix reducibilis, az A21 almátrixa zérus, úgy hogy mind 
az A11 mind az A22 almátrix négyzetes. 
 
6.26. feladat 
Bizonyítsa be, hogy a λ·x = Ax sajátérték-feladatban a sajátérték nem változik, ha az A 
nemnegatív, négyzetes ráfordítási együtthatómátrixban szereplő valamelyik ágazat (termék) 
termelésének mértékegységét α –szorosára változtatjuk, ahol α tetszőleges pozitív valós szám!  
Ha egy mátrix egy sorát (vagy oszlopát) α –szorosára változtatjuk, akkor a determinánsa is 
α –szorosára változik (ez nyilvánvaló, ha éppen a szerint a sor szerint fejtjük ki). A 
mértékegység α –szorosára változtatása a ráfordítási mérőszámoknak olyan változásával jár, 
hogy az adott termék oszlopa 1/α –szorosára változik, sora pedig α –szorosára változik. A 
sajátfelhasználási ajj együtthatónál tehát e két hatás kioltja egymást, így az nem változik. A 
mátrix determinánsa sem változik. Ezután a sajátértékfeladatot a (λ·E – A)x  =0 karakterisztikus 
mátrixformában felírva és megoldva, azaz a |λ·E – A| determinánst kiszámítva világos, hogy 
ennek értéke sem változik, azaz ugyanazon λ értékek mellett lesz 0. 
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6.27. feladat 
Legyen A  0, B  0 két azonos méretű, négyzetes mátrix, de A domináns sajátértéke legyen 
kisebb 1-nél ! 
a) Mutassuk meg, hogy az (E  A)1B és az B(E  A)1 mátrixok sajátértékei megegyeznek 
egymással; és 
Alapvetően azt kell megmutatni, hogy 
I. λ pontosan akkor sajátérték, ha x = (A + λB)x,    ill.  a   p = p(A + λB), azaz az (A + λB) 
mátrixnak van 1 sajátértéke. 
II. Ezekből már megmutatható, hogy ha az egyiknek λ sajátértéke, akkor a másiknak is. 
Konkrétan: 
Ha A domináns sajátértéke legyen kisebb 1-nél, akkor létezik nemnegatív Leontief inverze. 
Az (E  A) mátrixszal balról szorzással és egyszerű átrendezésekkel megmutatható, hogy a  
 x = (E  A)1Bx  sajátérték-feladat egyenértékű az x = (A + B)x, összefüggéssel, ahol  
= 1 /. 
Hasonlóan, az (E  A) mátrixszal jobbról szorzással és egyszerű átrendezésekkel megmutat-
ható, hogy a  
 p = pB(E  A)1 sajátérték-feladat egyenértékű a p = p(A + B)  összefüggéssel. 
Mivel az  x = (A + B)x és a p = p(A + B) sajátérték-feladatok mátrixa közös, ezért sajátértékeik 
is közösek. Ebből pedig már egyenesen következik állításunk helyessége. 
b) az (A + kB) mátrixnak pontosan olyan k értékeknél lesz 1 a sajátértéke, amelyek a fenti 
sajátértékek reciprokai. 
Ld. fentebb! 
c) Milyen további „minimális” elégséges feltevések garantálhatják azt, hogy létezzen olyan 
pozitív k érték, amely mellett az (A + kB) mátrixnak 1 sajátértéke lesz, s tartozik hozzá 
nemnegatív sajátvektor. Adjunk meg alternatív feltételeket reducibilis és irreducibilis 
struktúrájú mátrixokra egyaránt. Hány különböző ilyen k érték létezhet? Mi a feltevések 
közgazdasági tartalma, ha A és B a dinamikus Leontief-modell két együttható mátrixa? 
x = (A + kB)x u.azok a feltételek, mint x = B(E  R)1x esetén:  > 0, x  0!  
Ez pedig: B(E  A)1 nemnegatív, és 1B(E  A)1 > 0, azaz a B(E  A)1 mátrix minden 
oszlopában van legalább egy pozitív elem (a tőke nélkülözhetetlen).  
Ugyanis: a sajátérték-egyenlet mindkét oldalát az 1 összegző vektorral balról beszorozva 
kapjuk: 
  1x = 1B(E  A)1x, 
ahol az 1B(E  A)1 vektor pozitív és x legalább részben pozitív, és ezért mind az egyenlet 
jobb oldalán kapott 1B(E  A)1x, mind 1x értéke pozitív skalár. Ebből adódóan  értéke 
szintén szükségképpen pozitív. 
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Elvben akár n ilyen  is lehet. 
 
C 
6.28. feladat 
 
Legyenek az R produktív mátrix  
 I1 I2 
I1 R11 R12 
I2 R21 R22 
partíciójában az I1 indexhalmazba tartozó ágazatok termékei bázistermékek. Bizonyítsa be, 
hogy R21 = 0 és az R11 négyzetes mátrix irreducíbilis ! 
Bizonyítás:  
a) Ha R21 –nek volna pozitív eleme, akkor az ahhoz a sorhoz tartozó input-termékre is 
szükség lenne a javak előállításhoz, tehát az is bázistermék lenne. Ez ellentmond a kiinduló 
feltevésnek, azaz, hogy nem bázistermék (I2-be tartozik), Tehát R21 = 0. 
b) Ha R reducibilis lenne, akkor létezne egy 
2
2 22
 
 
 
 
(11) (11)
11 1
(11) (11)
1
R R
R R
 particionálása (átrendezett 
felbontása), amelyben 
2
(11)
1R =0 lenne. Az ennek soraihoz tartozó termékek viszont nem lenné-
nek szükségesek a bázistermékek előállításához, tehát nem lehetnének bázistermékek. Ez 
ellentmond a kiinduló feltevésnek, azaz, hogy I1 elemei bázistermékek.  Tehát R11 irreducibilis. 
 
6.29. feladat 
a) Legyen adott egy I-0 modell A és D ráfordítási együtthatókkal! Mikor mondjuk, hogy az 
elsődleges erőforrások nem nélkülözhetők, és milyen szerkezeti következményei vannak? 
Könyv 169. oldal: „az elsődleges erőforrások akkor és csak akkor nélkülözhetetlenek, ha 
Dx  0 (nullától különböző), valahányszor  > 0, x  0 és x   ·Ax, azaz a termelés pozitív 
szinten megújítható.” 
Könyv 170. oldal: „az elsődleges erőforrások akkor és csak akkor nélkülözhetők, ha D = 0, 
vagy ha az A és D mátrixoknak (szükség esetén az ágazatok sorrendjét átrendezve) létezik az 
alábbi szerkezetű felbontása, ahol az I2 indexhalmaz akár üres halmaz is lehet:  
 I1 I2 
I1 A11 A12 
I2 0 A22 
 0 D2 
”. 
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b) Adjon meg olyan (lehetőleg minimális) feltéteteket a ráfordítási együtthatókra, 
amelyek esetén léteznek hatékony tevékenységek a fenti technológiában! 
Pl. A produktív, D  0, és az elsődleges erőforrások nélkülözhetetlenek, azaz 1D(E  
A)1 > 0 vagy 1D > 0. 
c) Mondja ki az erős produktivitás, a hatékonyság és a jövedelmezőség kapcsolatára 
vonatkozó, a fenti modellben érvényes tételt! 
Legyen A  0 produktív, D  0, és legyenek az elsődleges erőforrások nélkülözhetetlenek. 
A fenti együtthatókkal adott I-O technológiában minden lehetséges tevékenység hatékony, és 
ezekhez ugyanazok a (reguláris) hatékonysági árak tartoznak. 
 
6.30. feladat 
Legyen 
 
 
és tegyük fel, hogy mindkét főminor mátrix irreducibilis, és 1A12  0. Legyen B ugyanilyen 
szerkezetű és legyen A produktív.  
a) Hány olyan pozitív λ lehet, amely mellett a 
 x = (A + λB)x,    ill.  a   p = p(A + λB) 
egyenletrendszereknek van x-ben, ill. p-ben legalább félig-pozitív megoldása? Mit 
mondhatunk a px skaláris szorzat értékéről egy és ugyanazon λ mellett? Igazoljuk! 
 
Bontsuk fel a sajátérték-egyenleteket! 
x1 = (A11 + λB11)x1 + (A12 + λB12)x2 
p1 = p1(A11 + λB11) 
x2 = (A22 + λB22)x2 
p2 = p1(A12 + λB12) + p2(A22 + λB22)  
Mivel A11 és A22 irreducibilis és λ pozitív, (A11 + λB11) és (A22 + λB22) szintén irreducibilis. 
Az irreducibilitás miatt x1, x2 és p1, p2 vagy 0 vagy határozottan pozitív, pontosabban x1 és 
p2 csak pozitív lehet, mert 1A12  0, továbbá (A11 + λB11) ill. (A22 + λB22) domináns sajátértéke 
1-nél nem lehet nagyobb. 
Legyen λ1 ill. λ2 azon értéke λ-nak, amely esetén (A11 + λB11) ill. (A22 + λB22) domináns 
sajátértéke 1. Ilyenek vannak, egyértelműek, mert A11 és A22 domináns sajátértéke 1-nél kisebb. 
Mindezekből is következik már, hogy legfeljebb λ1 ill. λ2 esetén lehet 
egyenletrendszereknek x-ben, ill. p-ben legalább félig-pozitív megoldása. 
Három eset lehet: 








A0
AA
A
22
2111
  =
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I. ha  λ* = λ1 = λ2, akkor a megoldás x1* = (A11 + λ*B11)x1*, p2* = p2*(A22 + λ*B22), és így 
p*x* = 0. 
II. ha λ1 > λ2, akkor (A11 + λ2B11) domináns sajátértéke 1-nél kisebb, de (A22 + λ1B22) domináns 
sajátértéke 1-nél nagyobb, így a megoldás csak λ* = λ2 lehet, és  
x2* = (A22 + λ2B22)x2* > 0, viszont p1* = 0 lehet csak, és így 
x1* =  [E  (A11 + λ2B11)]-1(A12 + λ2B12)x2* > 0 
p2* = p2*(A22 + λ2B22) > 0, így p*x* > 0. 
III. ha λ1 < λ2, akkor (A11 + λ2B11) domináns sajátértéke 1-nél nagyobb, de (A22 + λ1B22) 
domináns sajátértéke 1-nél kisebb, így a megoldás csak λ* = λ1 lehet, és  
 p1* = p1*(A11 + λ1B11) > 0, viszont x2* = 0 lehet csak, és így 
 x1* = (A11 + λ1B11)x1* > 0, 
 p2* = p1*(A12 + λ1B12)[E  (A22 + λ1B22)]-1 > 0, így p*x* > 0. 
Vagyis, bármely esetben csak egy megoldás van! 
 
Egyebek, amelyekre pont adható! 
Ha x2 > 0, akkor λ = λ2 és (A12 + λ2B12)x2  0, ezért x1  (A11 + λ2B11)x1 > 0.  
Gale II. tétel miatt: (A11 + λ2B11) domináns sajátértéke 1-nél kisebb, ezért λ1 > λ2. 
Szimmetrikus érveléssel:  
ha p1 > 0, akkor λ = λ1 és p1(A12 + λ1B12)  0, ezért p2  p2(A22 + λ1B22) > 0.  
Gale II. tétel miatt: (A22 + λ1B22) domináns sajátértéke 1-nél kisebb, ezért λ1 < λ2. 
Következtetések: 
Ha λ1 ≤ λ2, akkor x2 = 0 lehet csak.  
Ha λ1 ≥ λ2, akkor p1 = 0 lehet csak. 
 
6.31. feladat 
Bizonyítsa be, hogy ha g1 = 1, akkor tetszőleges n-elemű x > 0 vektorra ill. nxn-es méretű, 
az X > 0 és 1’X < x feltételeknek eleget tevő X mátrixra teljesül az alábbi összefüggés: 
(E  (X ej◦g)<x>-1)1(x  X 1+ ej ) = (E  X<x>-1)1(x  X 1) , 
ahol 1 az összegzővektor, ej  a j-edik (oszlop-) egységvektor (j ≤ n tetszőleges természetes 
szám), E pedig az nxn-es egységmátrix ! 
Mindkét oldalt beszorozva az (E  (X ej◦g)<x>-1) kifejezéssel: 
(x  X 1+ ej ) = (E  (X ej◦g)<x>-1) (E  X<x>-1)1(x  X 1) 
A jobb oldalon E  (X ej◦g)<x>-1 = ej◦g <x>-1 + E  X<x>-1 helyettesítéssel, majd 
tagonkénti beszorzással: 
(x  X 1+ ej ) = ej◦g <x>-1 (E  X<x>-1)1(x  X 1)+ (x  X 1) 
Mindkét oldalból levonva az x  X 1 tagot: 
ej  = ej◦g <x>-1 (E  X<x>-1)1(x  X 1) 
 34 
Mivel (E  X<x>-1)1(x  X 1) = x, a jobb oldalra ezt behelyettesítve: 
ej  = ej◦g<x>-1 x 
Mivel <x>-1 x = 1, ezt behelyettesítve: 
ej  = ej◦g1 
A jobb oldalon álló kifejezés jelentése ej∙∑ 𝑔𝑖𝑖  = ej∙1 = ej. Ez épp a baloldal. Q.E.D. 
 
7. fejezet – Az input-output elemzések statisztikai adatforrásai: 
ÁKM és SAM 
 
B 
7.1. feladat  
Mit hívunk termelésitényező-áras ÁKM-nek? 
Könyv 186. oldal: „a termelők árbevételét módosító (közvetlen) termelési adókat és 
támogatásokat mindig a hozzáadott érték részeként szokás elszámolni. Elvben ezektől is 
megtisztíthatjuk a termelői árakat, illetve az ÁKM-et, és a hazai kibocsátást pusztán a termelési 
tényezők költsége által adott elméleti értékükön vehetjük számításba. Az ilyen ÁKM-et szokták 
termelésitényező-áras mérlegeknek nevezni. 
Ezek kapcsán megjegyzendő, hogy igen elmosódott és változó a határ a termék- és a 
termelési adók között.” 
 
7.2. feladat  
Hogy mérjük általában az egy időszak (bázisév) ÁKM-én alapuló ÁKM-ármodellekben (és 
ÁKM-blokkot tartalmazó fejlettebb modellekben) az ágazatok termelésének volumenét? 
Könyv 181. old.: „az ágazati kibocsátások volumenét a bázisárakon vett értékükkel mérjük (lásd 
a statisztikai volumenindexeket). Egységnyi kibocsátás értéke így a bázisban 1.” Más szóval a 
bázisévi (forint)értékkel, azaz egységnyi termékvolumen az, ami a bázisévben egységnyi 
pénzbe (pl. 1000 Ft) került. (lásd még a könyv 123., 217. és 291. oldalán) 
 
7.3. feladat 
Igazoljuk, hogy fennállnak az alábbi összefüggések! 
(Az első esetben nemcsak matematikai, hanem tartalmi, jelentésbeli igazolást is kérek, a 
másodikban elég a matematikai!) 
A = <p>R<p>1, (E  A)1 = <p>(E  R)1<p>1 
A könyv 184. oldalán található definíciók szerint: X = A<x> = <p>R<q>, x = <p>q . Ez 
utóbbit betéve x helyére az A<p><q> = <p>R<q> összefügéshez jutunk. Ebből A<p> = <p>R 
. Mindkét oldalt szorozva <p>1 –gyel kapjuk az A = <p>R<p>1 első bizonyítandó állítást. 
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Közgazdaságilag a formula az R beárazását jelenti az A –hoz felhasznált árakkal. Ezt 
felhasználva a második összefüggés bizonyításához az alábbi levezetés adódik: 
(E  A)1 =  {E  <p>R<p>1}1 = {<p>(<p>1  R<p>1)}1={<p>(E  R)<p>1}1= 
<p>(E  R)1<p>1 amit éppen bizonyítani kívántunk. (Az utolsó lépésben felhasználtuk, hogy 
szorzat inverze a tényezők fordított sorrendben felírt inverzeinek szorzata). Közgazdaságilag 
ismét a mértékegységváltás formulájáról van szó. Az állítás belátható az (E  A)1 inverz mátrix 
Neumann-soros kibontásából is, ahol teljes indukcióval bizonyítható, hogy n = 0,1,2,… 
bármely nemnegatív egész számra An = <p>Rn<p>1 tehát az összegükben is mindenhol <p> 
balról, <p>1 pedig jobbról kiemelhető, és középen éppen az (E  R)1 marad. 
 
7.4. feladat 
a) Írja fel az ÁKM sémákat naturális és értékbeli adatok alapján számolt együtthatókkal 
kifejezett mutatószámokkal egyaránt! 
  naturális értékbeli adatok alapján 
<p>Q = 
<p>R<q> 
<p>v <p>q  X = A<x> y x 
<r>D<q> 
 
  = H = C<x>   
p<q>    x   
(a jelölésesek tartalmát nem kell megadni!) 
 
b) Hogyan kaphatjuk meg a p árak és az R mátrix L-inverze ismeretében az értékbeli 
együttható mátrix L-inverzét? (Levezetéssel együtt!) 
 
A = X<x>1, X = <p>Q, x = <p>q, A  = <p>Q<q>1<p>1 = <p>R<p>1 
(E  A)1 = (E  <p>R<p>1)1 = <p>(E  R)1<p>1. (Az utóbbi is elég) 
 
7.5. feladat  
Legyen X egy ÁKM folyó termelőfelhasználási mátrixa (belső négyzete), d ennek 
diagonális elemeiből képzett vektor, x a bruttó teremelések vektora, A=X·<x>-1 a ráfordítási 
együtthatók mátrixa (az <x> az x vektor diagonális mátrixát jelenti), B=(X-<d>)·<x-d>-1., azaz 
a mátrix folyó termelőfelhasználásának és bruttó termelésének a nettó, az önfogyasztással 
csökkentett értékeiből számított ráfordítási együttható mátrix. Bizonyítsuk be matematikailag 
hogy  
<x-d>-1·(E-B) -1 = <x>-1·(E-A) -1! 
<x-d>-1·(E-B) -1 = ((E-B) <x-d>)-1=( <x-d> -B· <x-d>)-1=( <x-d> -(X- < d>))-1=( <x > -X)-1 
<x>-1·(E-A) -1 = ((E-A) <x>)-1=( <x> -A· <x>)-1=( <x> -X)-1=( <x > -X )-1, azonos előzővel. 
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7.6. feladat  
Milyen áron vannak kimutatva a termékmennyiségek az ÁKM összeállításnál használt 
MAKE („Ki mit gyárt?”) és USE („Ki mit használ?”) alapmátrixokban? 
MAKE alapáron, USE felhasználói áron, köztük az átmenetet a „pénzügyi hidak”, a 
kereskedelmi (és szállítási) árrés, valamint a termékadók és támogatások egyenlege képezi. 
(könyv 189-190. oldal) 
 
7.7. feladat 
Miben különböznek az SNA alapár és a felhasználói ár kategóriája, és az ÁKM volumen-
modellek szempontjából melyik használata a célszerűbb (indokolja is a választását!) ? 
A felhasználói ár az árréseket és a termékadókat is tartalmazza (az árrések az alapáras 
elszámolásban a szállítás-kereskedelem sorában, annak termelési értékeként jelennek meg). A 
volumenmodellek szempontjából az alapáras változat kedvezőbb, mert ez jobban eleget tesz az 
árhomogenitás (sorirányban azonos értékadatok mögött azonos volumenek) követelményének 
(felhasználónként egységesebb, mint az egyes felhasználóknál igen eltérő termékadót-
támogatást is magában foglaló felhasználói árak), ami a multiplikátor elemzések (beszállítói 
vonzatok) helyes felbecsülésének feltétele. 
 
7.8. feladat 
Az alkalmazott többszektoros nemzetgazdasági modellekben (ÁKM, SAM, általános 
egyensúlyi, stb. modellek) hogyan osztályozzuk a termeléshez és felhasználáshoz kapcsolódó 
adókat? 
a) Milyen termékhez kapcsolódik: Csak a hazai termék (elvben termelési adó), csak az import 
(vám) vagy mindkettő (kompozit) 
b) Ki fizeti az adót (melyik felhasználási kategóriára van kivetve): exportra, beruházásra, 
közfogyasztásra, fogyasztásra, folyó termelő felhasználásra 
c) Mi az adó alapja: „tételes” adó (termék naturális mennyisége), értékalapú %-os adó, 
árkülönbözet, stb., nettó vagy bruttó érték (más adókat is már tartalmazó értékre vetik-e ki, azaz 
mi az adókivetés sorrendje – v.ö. „az ÁFA a hab a tortán”, milyen költségek írhatók le az 
adóból. (lásd még a könyv 185. oldalát!) 
 
7.9. feladat  
Sorolja fel (módszertanilag) miben különbözhetnek egymástól az ÁKM-ek! 
 szektorok száma,  
 a szektorok jellege (szervezeti vagy tevékenységi besorolás),  
 a végső felhasználás és a ÁKM alsó részének részletezettsége,  
 a számbavétel során alkalmazott árak (folyó vagy változatlan árak, termelői vagy 
felhasználói árak), 
 a külkereskedelem kezelése (az importált és exportált termékek ára, a hazai és az 
import termékek kiegészítő vagy helyettesítő volta), 
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 a belső négyzet tartalma (részleges lezárási lehetőségek) tekintetében. 
 
7.10. feladat  
Mi a társadalmi elszámolási mátrix, mit mutat a társadalmi elszámolási mátrix egy-egy sora 
és oszlopa? 
A SAM táblázat azonos sorszámú sorai és oszlopai, ha mögöttük gazdasági javak mozgása 
húzódik meg, egy-egy makrogazdasági termékmérleg forrásait és felhasználásait részletezik. 
Ha csak jövedelmek mozgásáról van szó (egy-egy nemzetgazdasági számláról), akkor a sorok 
és oszlopok szerepe felcserélődik. (lásd még a könyv 199. oldalát!) 
 
7.11. feladat  
A SAM-multiplikátor modellben mely számlák kiadásait szokták exogénnek választani és 
miért? 
„Az endogén számlák azok, amelyeknek a bevétele a modellben kiadást idéz elő, azaz azon 
szereplők és kategóriák, amelyeknél a bevételek (források) elköltésére (felosztására) 
viszonylag automatikusan és előrelátható szerkezetben kerül sor. Az import azonban nem 
vált ki automatikusan exportot, sem az állami bevételek állami kiadásokat. Hasonlóan az 
állóeszközök elhasználódása sem feltétlen jelenik meg pótló beruházási szükségletben, illetve 
a nyereséget sem feltétlen költi beruházásra a termelő, így – főleg rövidtávú elemzésekben - a 
beruházási kiadások is gyakran exogén számlaként szerepelnek.” lásd az akm-alkalm.doc file-
t. 
 
7.12. feladat  
a) Vezesse le a SAM-táblázatból a SAM-multiplikátor elemzés alapképletét! 
„Jelöljük y vektorral az exogén számláknak az endogén számlák felé való kiadását 
(amelyeknek i-edik eleme tehát az i-edik endogén számla felé történő összes exogén fizetést 
mutatja), x vektorral az egyes endogén számlák kiadás-bevételi főösszegeit, Snn mátrixszal 
pedig az endogén számlák kiadási struktúráinak endogén számlákat tartalmazó sorait 
(Snn=Mnn∙<x>-1 ahol Mnn a SAM-táblának az endogén számlákhoz tartozó almátrixa). Ekkor az 
endogén számlák 
x = Snn x +vnx 
képlettel felírható bevételi mérlegazonosságaiból az implicit x vektort kifejezve az  
x = (E – Snn)-1 vnx 
képlettel számítható az exogén kiadások és fogyasztási szerkezetek függvényében az 
endogén számlák szintje.” - lásd az akm-alkalm.doc file 5. oldalán 
c) Hogy határozhatók meg a SAM-multiplikátor modellben az exogén kiadású számlák 
bevételei az endogén számláktól?     
vxn = Sxn x  (+vxx az exogén számláktól) 
 38 
A vállalat, állam és külföld bevételére való hatás a vxn = Sxnvnn képlettel számítható ki, ahol 
Sxn az S mátrix alsó 3 (a vállalat, állam és külföld bevételi számláihoz tartozó) sorához tartozó 
rész, amit a SAM-ALMJegyz-7.fej.docx file az alábbi módon tárgyal: 
"Az endogén számlák szintjének ismeretében most már természetesen meghatározhatók 
azok kiadásai is az exogén számlák felé. Ezt az alábbi képlet fejezi ki: vxn = Sxn x, ahol Sxn az 
a mátrix, amelynek j-edik sorának k-adik eleme megmutatja a k-adik endogén számla fajlagos 
kiadását (igényét) a j-edik exogén számla felé, vxn pedig az exogén számlák számított bevétele 
az endogén számláktól"  
 
7.13. feladat  
Osztályozza a SAM-multiplikátor elemzésben tárgyalt multiplikátorokat (típusok)! 
„A multiplikátorokat elsőrendűen aszerint osztályozzák, hogy melyik kategóriára 
(számlára) vonatkozó hatásokat mutatnak. Eszerint beszélhetünk termelési, foglalkoztatási, 
jövedelmi, beruházási stb. multiplikátorokról. Ezen túlmenően a multiplikátorokat aszerint is 
megkülönböztethetjük, hogy a kiinduló hatás honnan indul (vásárlás vagy transzfer, és melyik 
szereplőnél lép be az adott egységnyi kiadás a gazdaság vérkeringésébe), milyen útvonalakon 
való terjedését vesszük figyelembe (zártság kérdése), illetve aszerint is, hogy a szokásos módon 
a hatást mihez viszonyítjuk, a kiinduló okhoz, vagy egy másik hatáshoz (például 
teljes/közvetlen hatás, aránymultiplikátorok, stb.).” lásd az akm-alkalm.doc file 4-5.oldalán 
 
7.14. feladat  
Mi a szerepe a SAM összeállítása során alkalmazott átvezető és gyűjtőszámláknak, és mi a 
két kategória közötti különbség? 
Gyűjtőszámlát alkalmazunk, ha nem tudjuk, hogy ki-kinek fizet az adott jogcímen (kamat, 
biztosítás, készletfelhalmozás, stb.), átvezető számlát pedig akkor, ha az adott kiadás egyes 
részeire is kíváncsiak vagyunk (pl. importon belül a turistaimport nagyságára). 
 
7.15. feladat  
A turizmus-költséghatás elemzésében hány háztartási réteg szerepelt, és milyen alapon 
lettek meghatározva? 
10 réteg. A jövedelem, gyereket nevel-e, városi-e, aktív-e ismérvek alapján 24=16 
csoportból a 10 érdemleges létszámú különválasztásával képződtek (lásd az akm-alkalm.doc –
ban hivatkozott Turcikk.pdf-t !) 
 
 
C 
 
7.16. feladat 
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Az alábbi SAM-táblázatból számítható kiadási szerkezetekkel írja fel azt a SAM-
multiplikátor modellt, amelyikben az a 2., 4. és 6.1. számlák a (kiadásukat és bevételüket 
tekintve egyaránt) endogén számlák. Ebben a modellben számítsa ki az alábbi változások 
hatásait az endogén számlák kategóriáira: 
a) 10 Mrd Ft exportnövekedés  (3p) 
b) 10 Mrd Ft állami transzfer a háztartásoknak (3p) 
c) Értékelje a kapott eredményeket egymással összehasonlítva is ! (2p) 
d) Mennyivel változik az eredmény ha a háztartásoknak a maguktól kapott 3546 Mrd Ft-ot zérussal 
cseréljük fel? 
 Redukált társadalmi elszámolási mátrix (SAM) (Magyarország, 2005, milliárd forintra 
kerekítve): 
SAM'05   
Felhal- 
mozás 
Termékek 
összesen 
Magán- 
háztar- 
tások 
Válla- 
latok 
+NPI 
Állam- 
ház- 
tartás Külföld Bevételek 
  számlák 2 4 6.1 6.2 6.3 7 összesen 
felhalmozás 2 0 0 1499 3033 -607 1395 5320 
termékek 4 4963 26071 11335 361 4957 14668 62355 
háztartás 6.1 0 11294 -3546 -140 3569 78 11255 
vállalat 6.2 0 3507 573 -700 -526 653 3507 
állam 6.3 358 5484 975 981 -1720 -235 5843 
külföld 7 0 15999 419 -28 168 -83 16475 
Kiadások összesen 5321 62355 11255 3507 5841 16476 186402 
Megoldás: 
 S mátrix első 3 oszlopa: 
felhalmozás 0,0000 0,0000 0,1332 
termékek 0,9327 0,4181 1,0071 
háztartás 0,0000 0,1811 -0,3151 
vállalat 0,0000 0,0562 0,0509 
állam 0,0673 0,0879 0,0866 
külföld 0,0000 0,2566 0,0372 
Kiadások 1,0000 1,0000 0,0000 
(E  Sn)    (E  S
n)1    
1,0000 0,0000 -0,1332  1,0402 0,0431 0,1383 
-0,9327 0,5819 -1,0071  2,1891 2,3470 2,0191 
0,0000 -0,1811 1,3151  0,3015 0,3233 1,0385 
a) (1. eset:) vn
x vn=(ESn)1vn
x b) (2. eset:) vn
x vn=(ESn)1vn
x 
  változások   változások 
felhalmozá
s 0 0,43 
felhalmozá
s 0 1,38 
termékek 10 23,47 termékek 0 20,19 
háztartás 0 3,23 háztartás 10 10,39 
vállalat  1,48 vállalat  1,66 
állam  2,37 állam  2,77 
külföld  6,14 külföld  5,57 
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Kiadások  10,00 Kiadások  10,00 
      
A vállalat, állam és külföld bevételére való hatás a vxn = Sxnvnn képlettel számítható ki, ahol 
Sxn az S mátrix alsó 3 (a vállalat, állam és külföld bevételi számláihoz tartozó) sorához tartozó 
rész (lásd fentebb a konkrét számokkal), amit a SAM-ALMJegyz-7.fej.docx file R mátrix-szal 
jelöl és az alábbi módon tárgyal: 
"Az endogén számlák szintjének ismeretében most már természetesen meghatározhatók azok 
kiadásai is az exogén számlák felé. Ezt az alábbi képlet fejezi ki: z = R ∙ x, ahol R az a 
mátrix, amelynek j-edik sorának k-adik eleme megmutatja a k-adik endogén számla fajlagos 
kiadását (igényét) a j-edik exogén számla felé, z pedig az exogén számlák számított bevétele az 
endogén számláktól"  
d) Semmivel csak a háztartások bevételi főösszege 4,25 illetve 13,66 Mrd Ft lesz a 2 esetben 
 
7.17. feladat 
Silvio Gesell (1862-1930) „A természetes gazdasági rend” c. könyvében is kifejtett 
alternatív közgazdasági elmélete szerint a kamat (és a bérleti díj) káros, mert a kamatköltség 
beépül az árakba, és mind a termelőt, mind a fogyasztót sújtja az értéket nem termelő 
pénztulajdonos hasznára. Mi erről az állításról a véleménye? Állítását minél alaposabban 
indokolja is! (5 p) 
 
Az elmélet teljesen téves, a pénz szerepének teljes meg nem értéséről tanúskodik. A kamat nem 
önálló termelési tényező, csak az elsődleges tőkejövedelemnek a tőketulajdonosok közötti 
elosztását szabályozza, azaz nem épül be az árakba. Egyébként is a kamat nem kényszer, nem 
azért vesz fel a vállalkozó hitelt, hogy összességében véve drágábban termeljen. Éppen a hitel 
révén lehet csökkenteni az egységköltséget a szérianagyság növelése, innováció és egyéb 
komplementer tevékenységek (pl. marketing) megvalósítása révén. 
A közgazdaságelmélet világosan megkülönbözteti az ipari hozzáadott értéken belül a munka és 
a tőke hozzájárulását (határtermelékenység- stb. elmélet alapján), a vállalkozói közreműködés 
díját egyértelműen munkajövedelemnek tekintve. Így a fennmaradt profit mögött már 
semmiféle „saját munka”, közreműködés nincs, akár ugyanúgy lehetne élősdinek tekinteni, 
mint a kamattőkét. Valójában el kell dönteni, hogy elfogadja-e valaki azt, hogy a több tőkével 
ellátott munkás által megtermelt nagyobb jövedelem a tőkés gazdaságban automatikusan a tőke 
tulajdonosához kerül. Ha nem, azaz nem hagyunk érdekeltséget a tőke tulajdonosainak a 
tőkéjüknek a termelés céljára való kölcsönadására, akkor nincs más mint a szocialista recept, a 
tőke de facto államosítása. Ennek gyászos következményeit ismerjük. A morális alap is 
elégtelen. Ha ugyanis azt állítjuk, hogy a munkást illeti meg az egész hozzáadott érték, akkor a 
különböző termelékenységű tőkékkel dolgozó munkások között óriási, a saját munka 
minőségétől független egyenlőtlenségek jönnének létre. 
 
 
8. fejezet – A külkereskedelem eltérő ábrázolási lehetőségei az 
ÁKM-ben 
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B 
 8.1. feladat 
Bizonyítsuk be, hogy a külkereskedelemnek a belső négyzetbe való bezárását tartalmazó 
D1-típusú ÁKM-modellben fennáll az alábbi összefüggés! 
t = ta1  z·xm1 z∙(ym  de)+td  
Az  ym = u - x
m1 , de = u – z , z= tz /z  (definíciós) azonosságokat behelyettesítve a fenti 
egyenlet jobb oldalába a 
ta1  z·xm z∙( u - xm1 - u + z )+td = ta1 +z∙ z +td= ta1  tz +td := t  
összefüggés adódik (ahol a := jel arra utal, hogy az összeg defíniciószerint egyezik meg t –vel, 
lásd a D1-es mérlegnek a könyv 213. oldalán lévő 8.3. ábráját). 
 
8.2. feladat 
Mutassa be a külkereskedelem különböző bezárási lehetőségeit az ÁKM-modellben! Térjen 
ki a különbözőségekre és a hasonlóságokra! 
Megoldás: Lásd a könyv 207., 213., 215. és 222. oldalán levő sémákat (A, B, D1, D2 és C-
típusú ÁKM-ek és az ezek oszlopösszegeire vetítettből fajlagosokkal felírt modellek) 
 
8.3. feladat 
Milyen feltételezést tartalmaz az ŝh = x< xˆ >1,  ŝm = u< xˆ >1 sor formában definiált vektorok 
segítségével felírt  
x = < ŝh>(Ax + yd + z) 
u = < ŝm>(Ax + yd + z) 
egyenletek, és mi e feltevésnek az alapvető problémája? 
 
Könyv 223-224. oldal: „igazából az kifogásolható ebben a megoldásban, hogy „túlságosan 
komolyan veszi” a hazai és importált termékek tökéletes helyettesíthetőségét. Az export 
területén is ugyanaz lesz a két forrás aránya, vagyis a modell megengedi a reexportot. Bár ez 
nem teljesen életidegen feltevés, ilyen mértékű megengedése erősen kifogásolható.” 
„Míg a "C" típusú mérleg primális alapegyenletében az export egy része ( mzˆ ) közvetlenül az 
importból kielégített reexport, addig a "B" típusú mérleg alapegyenletében a reexport 
lehetősége kizárt: az export egyetlen forrása a hazai termelés. A reexport jelensége ugyan 
létezik, de ilyen mértéke és (a hazai termékek exportjával arányos) viselkedése nem igazán 
életszerű.” 
 
 
8.4. feladat 
A ráfordítási együtthatók alábbi mátrixa milyen értelmezés és elszámolási mód esetén 
tartalmazhat pozitív értékeket a *, **, *** és **** -gal megjelölt cellákban? 
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 x ycv y
av z 
(1) A
h
 sch Bah sz 
(2) dc<l> * *** 0 
(3) <db><k> ** 0 0 
(4) A
m
 scm Bam **** 
 
* háztartási munka, ** személygépkocsik, bútorok, stb. amortizációja, *** a 
beruházásokhoz közvetlenül igénybe vett munkaerő, különösen ha külföldi, *** reexport, 
(határparitásos) exportár bruttósítása, a határon túli (külföldön illetve külföldieknek fizetett) 
kiszállítási költségeknek a feltüntetésével (és ezáltal az export is a szerződés szerinti átvételi 
áron jelenik meg) 
 
8.5. feladat 
Milyen kiegészítő feltétellel lehet módosítani az 
 xh + u = Ax + B
a
yav + ye,   (11.2-1a) 
 
 xh = x – z,   (11.1-1b) 
 
alapegyenleteket oly módon, hogy annak eredményeképpen  
a)    a hazai-export célú ….         z = <se>x vagy z = <reh>xh 
b)    az hazai-import eredetű ….  u = <rmh>xh 
termékek egymás tökéletes kiegészítőiként viselkedjenek? 
 
 
C 
8.6. feladat 
Vezesse le az Â-típusú (a tankönyvben „C-típusu”) ÁKM-ből származtatott  pˆ  = Ap ˆˆ + aτˆ
+ cˆ + pmŝm alapegyenletből valamint az ŝh = x< xˆ >1, ŝm = u< xˆ >1, Â = A<x>< xˆ >1, 
Âh = <ŝh>A , Âm = <ŝm>A âm =  1<ŝm>A  = 1Âm , cˆ  = c<ŝh> , 
aτˆ = a<ŝh>, és ph = pˆA + a + c 
definíciós és hasonló összefüggésekből a 
 ph =  phÂh + pmâm + a + c (DA-1) 
 
összefüggést ! 
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Helyettesítsük először az pˆ  = Ap ˆˆ + aτˆ + cˆ + pmŝm ármeghatározásban Â-t, τˆ -t és cˆ -t a 
fenti azonosságoknak megfelelően (Â = A<x>< xˆ >1 = Â = A< ŝh >):  
 pˆ  = ( pˆA + a + c)<ŝh> + pmŝm. 
A  ph = pˆA + a + c definíciós összefüggést az előző képletbe behelyettesítve először a 
 pˆ  = ph<ŝh> + pmŝm 
egyenlethez, majd ez utóbbit ph definíciójába, pˆ  helyébe visszatéve a 
 ph = ph<ŝh>A + pmŝmA + a + c = phÂh + pmâm + a + c 
bizonyítandó áregyenlethez jutunk (lásd a könyv 225. oldalán). 
 
 
8.7. feladat 
Egy kis nyitott gazdaság (B-típusu) ÁKM-je: 
 hazai ágazat fogyasztás export Összesen 
hazai ágazat 10 10 5 25 
import 5 5 0 10 
hozzáadott érték 10    
termelési érték 25    
A fogyasztás mindkét termékből (hazai és import) 20%-kal emelkedik. 
a) Hogyan változik a termelés és a külkereskedelmi egyenleg? 
Az „B” típusú ÁKM alapképlet alapján 
𝛥𝒙 = (𝑬 − 𝑨)−1 ∙ 𝛥𝒚𝑑 = (1 − 0.4)−1 ∙ 2 = 10 3⁄  
𝛥𝑢 = 𝒂𝑚 ∙ 𝛥𝒙 + 𝛥𝑦𝑚 = 0.2 ∙
10
3⁄ + 1 =
5
3⁄  
A külkereskedelmi egyenleg az importnövekedéssel egyező mértékben romlik, vagyis a korábbi 
−5 helyett −6 2 3⁄  lesz. 
b) Hogyan változik a termelés, ha a külkereskedelmi egyenleg változatlan marad? 
A „D/1” típusú ÁKM alapképlet alapján 
𝛥𝒙 = 𝑨 ∙ 𝛥𝒙 + 𝛥𝒚𝑑 + 𝒔𝑧 ∙ 𝛥𝑢 
𝛥𝑢 = 𝒂𝑚 ∙ 𝛥𝒙 + 𝛥𝑦𝑚 
Tehát   𝛥𝒙 = (𝑨 + 𝒔𝑧 ∘ 𝒂𝑚) ∙ 𝛥𝒙 + 𝛥𝒚𝑑 + 𝒔𝑧 ∙ 𝛥𝑦𝑚 
𝛥𝒙 = (𝑬 − 𝑨 − 𝒔𝑧 ∘ 𝒂𝑚)−1(𝛥𝒚𝑑 + 𝒔𝑧 ∙ 𝛥𝑦𝑚) = (1 − 0.4 − 0.2)
−1 ∙ (2 + 1) = 7.5 
Ugyanis ekkor 𝛥𝑢 = 𝒂𝑚 ∙ 𝛥𝒙 + 𝛥𝑦𝑚 = 0.2 ∙ 7.5 + 1 = 2.5 
    𝛥𝑧 = 𝛥𝒙 − 𝑨 ∙ 𝛥𝒙 − 𝛥𝒚𝑑 = 7.5 − 0.4 ∙ 7.5 − 2 = 2.5 
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c) Hogyan változik a termelés, ha az import és a külkereskedelmi egyenleg hányadosa 
marad változatlan? 
A „D/2” típusú ÁKM alapképlet alapján 
𝛥𝒙 = 𝑨 ∙ 𝛥𝒙 + 𝛥𝒚𝑑 + 𝒓𝑧 ∙ 𝛥𝑢 
𝛥𝑢 = 𝒂𝑚 ∙ 𝛥𝒙 + 𝛥𝑦𝑚 
Tehát   𝛥𝒙 = (𝑨 + 𝒓𝑧 ∘ 𝒂𝑚) ∙ 𝛥𝒙 + 𝛥𝒚𝑑 + 𝒓𝑧 ∙ 𝛥𝑦𝑚 
𝛥𝒙 = (𝑬 − 𝑨 − 𝒓𝑧 ∘ 𝒂𝑚)−1(𝛥𝒚𝑑 + 𝒓𝑧 ∙ 𝛥𝑦𝑚) = (1 − 0.4 − 0.1)
−1 ∙ (2 + 0.5) = 5 
Ugyanis ekkor 𝛥𝑢 = 𝒂𝑚 ∙ 𝛥𝒙 + 𝛥𝑦𝑚 = 0.2 ∙ 5 + 1 = 2 
    𝛥𝑧 = 𝛥𝒙 − 𝑨 ∙ 𝛥𝒙 − 𝛥𝒚𝑑 = 5 − 0.4 ∙ 5 − 2 = 1 
így a külkereskedelmi egyenleg/import arány a korábbi −5/10 = −0.5-tel megegyezően 
−6/12 = −0.5 lesz. 
d) Hogyan viszonyul egymáshoz a 2. és 3. eset? Miért? 
A 3. esetben kevésbé kell növekednie a termelésnek, mert kezdetben külkereskedelmi deficit 
van, ezért az importbővüléssel párhuzamosan ez is emelkedhet, míg a 2. esetben nem, azaz 
ekkor több jószágot kell előállítania a hazai iparnak. 
 
 
9. fejezet – Részleges bezárások: az Az ÁKM és az I-O 
multiplikátor kiterjesztése 
 
B 
9.1. feladat  
Mi a részleges bezárásnál a redukált és strukturális formák egymáshoz képesti előnye és 
hátránya? 
Könyv 233. oldal: „A kibővített (strukturális) formák áttekinthetőbbek, mint az összevont 
(részben redukált) formák! Az összevont forma kétségtelen előnyének mondható ugyanakkor, 
hogy az együttható mátrix mérete nem változik meg a részleges bezárás következtében, és a 
„rápakolások” nyilvánvalóvá teszik, hogy domináns sajátértéke és az L-inverz elemei 
fokozatosan nőnek.” 
Könyv 266. oldal: „Minél részletesebben kibontott egy modell, annál könnyebben érthető 
meg a benne ábrázolt összefüggések, feltételek és feltevések tartalma. A „D” típusú 
mérlegekből kapott multiplikátorok elemzése során is láttuk már, hogy a matematikai formák 
mögött meghúzódó közgazdasági feltevéseket nemegyszer csak a kibontott formák révén 
tudtuk megfejteni. Egy modell tervezésekor ezért általában érdemes részletesen kibontott 
strukturális formával kezdeni, amely később részben vagy teljesen redukálható, ha a szükség 
vagy célszerűség úgy kívánja. A matematikai algoritmusok és a számítástechnika jelen 
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fejlettségi fokán nem jelent számottevő előnyt a végső multiplikátor-formák előállítása. A 
strukturális formában adott modellek megoldása ugyanis nem vesz számottevően több időt 
igénybe, mint a multiplikátormátrixon és egyszerű behelyettesítésen alapuló számítás.” 
Könyv 269. oldal: „Rendszerint mérlegelés kérdése, meddig menjünk el a részletek 
kibontásával, hol célszerű segédváltozókat és definíciós azonosságokat bevezetni egy modell 
strukturális formájának felírása során.” 
 
9.2. feladat  
Tegyük fel, hogy egységnyi bér   egységnyi fogyasztást von maga után! A 
többletfogyasztás szerkezetét (scv, cv) -vel, az ágazatok fajlagos bérköltségeit pedig cw -vel 
jelölve írjuk fel a bérnövekmények többletfogyasztási hatását is figyelembevevő termelési 
növekmény multiplikátor mátrix kibővített együtthatós formáját! 
Megoldás: 
cv
w 0
 
 
 
A s
c
  
 
9.3. feladat  
a) Legyen l a fajlagos munkaerőigények vektora, <sjj> a ráfordítási együtthatómátrix 
Leontief-inverzének diagonális elemeiből képzett mátrix! Hogyan értelmezhetjük az l<sjj> 
szorzat elemeit? 
Válasz: Az egységnyi j-edik termék iránti végső kereslet teljes munkaigényéből a saját 
ágazatban jelentkező (belső, ill. „közvetlen”) munkaerőigény. 
 
b) Tegyük fel, hogy egységnyi bérnövekmény   egységnyi többletfogyasztást von maga 
után! A többletfogyasztás szerkezetét (scv, cv)-vel, az ágazatok fajlagos bérköltségeit pedig cw-
vel jelölve írjuk fel a bérnövekmény többletfogyasztási hatását is figyelembevevő 
termelésnövekmény multiplikátor alapegyenletét kibővített formában! 
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c) Mik lesznek a fenti összefüggés duálisaként kapott ármodell egyenletei: 
p = pA + pc·cw + a + ce 
pc = ps
cv + c. 
 
9.4. feladat  
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A „B”-típusú (az importot a hazai termékekkel komplementerként, n+1. termékként az 
alsószárnyon feltüntető) ÁKM-modellekben milyen sorrendben zárjuk (vonjuk) be a 
termelőráfordítások mátrixába a felhasznált deviza (import), tőke és munkaerő pótlásához 
szükséges (export-, beruházási-, fogyasztási-) ráfordításokat? Válaszát indokolja is! 
Mivel a beruházásnak és fogyasztásnak van import komponense is, ezért az amortizáció és 
munkaerő pótlása során importtermékekre is szükség van. Ezért ezeket vonjuk be először 
(tetszőleges sorrendben), és végül az (ezek bevonása után jelentkező összes, „halmozott”) 
import (deviza) ellentételezéséhez szükséges ráfordításokat. (feltéve, hogy nincs reexport, 
illetve ha van, akkor 1/(1-h) –szorosát az importnak, ahol h a reexport részaránya az 
összimportból). (98. oldal) 
 
9.5. feladat  
Írja fel a külkereskedelmi forgalom kezelése tekintetében egymástól eltérő, ötféle ÁKM 
alapján kapható input-output ármodellnek az összevont, az ágazati kibocsátások árindexeire 
redukált ármultiplikátorok alapegyenleteit! 
A) p = pA + a + c,  ahol A = X<x>1, 
B) ph = phAh + pmam + a + c,  ahol Ah = Xh<x>1, 
C) pˆ  = Ap ˆˆ + aτˆ + cˆ + pmŝm,  ahol Â = X< xˆ >1, xˆ  = x + u, 
 
D1) ph = phAz + a  z·am + c, ahol Az = (Ah + sz◦am), 
D2) ph = phAe + a + (ce u)·am + c,  ahol Ae = (Ah + rz◦am). 
 
C 
9.6. feladat  
Tekintsük az alábbi ármodellt: 
 p = p(A + sc◦cw) + ce, 
 
ahol sc a személyes fogyasztás szerkezeti megoszlását tartalmazó vektor (1sc = 1), cw pedig 
a fajlagos bérköltség! 
a) Milyen értelmezést adhatunk a pc = psc skaláris szorzatnak és a ce vektornak? 
A fogyasztói árindex, a (valorizált) béreken felüli fajlagos hozzáadott érték. 
 
b) Adja meg a fenti feladat kibővített (n + 1 dimenziós) együttható mátrixszal felírt 
változatát!  
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 (lásd a könyv 236-237. oldalait!) 
c) Melyek az összevont és kibővített együttható mátrix nevezetes közös matematikai 
tulajdonságai? 
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 a két együttható mátrix domináns sajátértéke is csak egyidejűleg lehet 1, 1-nél 
nagyobb, vagy 1-nél kisebb (a Perron–Frobenius-tételek ismeretében igazolható);  
 az (E  Â)1 mátrixnak a közönséges ágazatokhoz tartozó (bal felső) négyzetes blokkja 
nem más, mint az (E  Az)1 mátrix (a Leontief-mátrix blokk formában való 
invertálása alapján)” 
 egyidejűleg (ir)reducibilisek 
 
d) Mi lesz a tartalma ce vektornak és az új árváltozónak? 
A (valorizált) béreken felüli fajlagos hozzáadott érték és fogyasztói árindex. 
 
e) Milyen sajátos feltevés húzódik meg a fenti modellel végzett árelemzések mögött? 
A béreket az inflációhoz igazítják. 
 
9.7. feladat 
a) Az összevont formájú ÁKM belső négyzetének A
pwz
 = (A
h
 + sz◦amk + ba◦cd + sc◦cw) 
(teljes körű) együttható mátrixában amk = am + bamcd + scm cw. Mi az amk összetevőinek a 
jelentése és indokolja a képlet helyességét! 
Könyv 245. oldal: „a kibontott forma belső négyzetében szereplő termelés, pótló beruházás 
és változó fogyasztás összevont, egységnyi ágazati kibocsátásokra vonatkozó importigénye” 
Indoklás: pl. egységnyi kibocsátáshoz a különböző ágakba cd amortizázáció keletkezik, ami 
ugyanekkora pótló beruházást indukál, s ezek import igénye: bamcd. 
 
b) Mi az ennek megfelelő kibővített formájú ÁKM együttható mátrix? 
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c) Írjuk fel az ármeghatározás összefüggéseit kibővített és az összevont forma alapján! 
A kibővített forma alapján: 
ph = phA
h
 + pzam + pbcd + pccw + m + a + (1  )cw + w + c + x, 
pz = p
hsz  z, 
pb = p
hbah + pzbam + bm + b, 
pc = p
hsch + pzscm + cm + c. 
Az összevont forma alapján 
ph = phA
pwz
 +  
(Lásd a könyv 246. oldalát!) 
 
9.8. feladat 
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Legyen adott az alábbi induló ÁKM táblázat: 
  Az induló ÁKM tábla  ÁKM együtthatók 
Xh yhc z yhe x  Ah shc sz 
xm ymc 0 yme  de z  a
m smc 0 
ta tc tz te t  a c z 
w 0 0 0 w  cw 0 0 
 he 0 0 0 he  c
e 0 0 
x yc 
z ye   1 1 1 
 
Vonjuk be együtt a teljes fogyasztást és az exportot a részleges bezárás útján a belső 
négyzetbe! 
a) Írjuk fel a részlegesen bezárt ÁKM táblázatát összevont formában! 
 
Xh + cw·(shc + smc·sz)◦w + sz◦xm  sz·(ym  de) y
he x 
0 0 yme  de yme  de 
ta  + cw·(c  smc·z)·w  z·xm z∙(ym  de) te t 
he 0 0 he 
x ym  de ye  
 
 
Ah + cw·(shc + smc·sz)◦cw + sz◦am  sz 
0 0 
a  + cw·(c  smc·z)·cw  z·am z 
he 0 
x 1 
 
b) Adjuk meg a részlegesen bezárt ÁKM illetve az induló ÁKM együtthatói alapján felírható 
egyszerű I-O volumen- és ármodellek képleteit kibővített és összevont formákkal egyaránt! 
A tábla nem kellett, de ez alapján egyszerű! (Alternatív megoldás: cw-vel a második 
oszlopot szorozzuk be, nem a sort.) 
Ah shc sz 
cw·cw 0 0 
am smc 0 
a c z 
ce 0 0 
1 1 1 
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Árak: kibővített forma 
   ph = phAh + pc·cw·cw + pz·am + a + ce, 
   pc = p
hshc + pz·smc + c 
   pz = p
hsz   z. 
1. lépés 
   ph = ph(Ah + sz◦am) + pc·cw·cw + a z·am + ce, 
   pc = p
h(shc + sz·smc) + c  z·smc 
2. lépés: összevont forma 
   ph = ph(Ah + sz◦am) + {ph(shc + sz·smc) + c  z·smc}·cw·cw + a z·am + ce = 
−       ph{Ah + sz◦am + cw·(shc + sz·smc)◦cw} + (c  z·smc)·cw·cw + a 
z·am + ce 
Volumenek: kibővített forma 
 x = Ax + cw·shc·w + sz·z + yhe, 
 w = cwx, 
 z = amx + cw·smc·w + yme – de. 
1. lépés 
 x = Ax + cw·shc◦cwx + sz·z + yhe, 
 z = amx + cw·smc·cwx + yme – de. 
2. lépés: összevont forma 
 x = Ax + cw·shc◦cwx + sz·{amx + cw·smc·cwx + yme – de} + yhe = 
−    {Ah + sz◦am + cw·(shc + sz·smc)◦cw}x + sz·(yme – de) + yhe 
 
9.9. feladat 
Tekintsük az alábbi (1998. évi, 3-szektoros magyar) ÁKM-et: 
ÁKM, Md Ft CapCap CapGen ConGood Fogyasztás 
Nettó 
beruházás Egyéb Összes 
CapCap 1385 1953 626 146 816 -366 4560 
CapGen 1477 7341 4154 3763 3111 -482 19364 
ConGood 361 2327 4285 10327 464 275 18039 
Összes anyagkség 3223 11621 9065 14236 4391 -573 41963 
munkaerő ksége 668 4230 4522    
amortizáció 223 1310 1826       3359 
ntó műk. eredm. 446 2203 2626    5275 
Összes 4560 19364 18039       41963 
 
Tegyük fel, hogy a fogyasztási és pótló beruházási mátrixok rendre az alábbiak voltak 
(szintén Mrd Ft-ban): 
Fogy.Mátrix: CapCap CapGen ConGood Összesen 
CapCap 30 66 50 146 
CapGen 267 1790 1706 3763 
ConGood 712 4537 5077 10327 
Összesen 1010 6393 6834 14236 
 
γ∙Ba∙<d> CapCap CapGen ConGood Összesen 
CapCap 91 315 237 643 
CapGen 126 931 1319 2376 
ConGood 7 64 270 340 
Összesen 223 1310 1826 3359 
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a) Számítsa ki a fogyasztási és pótló beruházási vonzatokat is figyelembe véve, hogy ha az 
egyes ágazati termékek egyéb végső felhasználása egyaránt 100-100-100 egységgel nő, akkor 
mekkora lesz az egyes ágazatok termelési szintjének növekedése! Írja fel a megoldás menetét, 
és a számításhoz használt képleteket is! 
Megoldás: A fogyasztás és pótló beruházás bezárásával kapott módosult ÁKM az alábbi: 
Zártabb 
ÁKM CapCap CapGen ConGood Consum. 
Net 
invest. 
Egyéb 
v.f. 
Össz.(q0 
,stb.) 
CapCap 1506 2334 913 0 173 -366 4560 
CapGen 1870 10062 7179 0 735 -482 19364 
ConGood 1080 6928 9633 0 124 275 18039 
Összesen 4456 19324 17725 0 1032 -573 41963 
Net surpl. 104 40 314    459 
Össz.(q0 
,stb.) 4560 19364 18039    41963 
Ennek Leontief inverze: 
Rˇ= CapCap CapGen ConGood 
CapCap 5,452 4,626 4,696 
CapGen 16,91 19,759 19,344 
ConGood 15,5070 17,284 19,186 
Ezzel szorozva a végső felhasználás adott változását kapjuk az eredményt (sorösszesenek 
100-szorosa). 
 
9.10. feladat 
A 2. sz. mellékleten található ÁKM-en alapuló B-típusú (az importot komplementerként 
kezelő) modell segítségével számítsa ki az egyes ágazatok termelésének a bérek elköltését, az 
amortizált tőke értékével egyenlő pótló beruházást, és a felhasznált import értékét ellentételező 
exportot is figyelembevevő "halmozott" felhasználási (ráfordítási) vonzatát! 
 
2. melléklet 
  Aggregált ÁKM - Magyarország, 1991. m.e.:Milliárd forint 
B-típus IPAR EGYÉB EXPORT LAKFOGY BERUH KOZFOGY KESZL.F -IMPORT OSSZES 
IPAR 625 492 559 409 86 10 -11 0 2170 
EGYÉB 482 740 184 930 232 276 22 0 2866 
IMPORT 425 140 0 161 118 0 26 0 870 
BÉR 313 924       1237 
AMORT 68 118       186 
TISZTAJ 257 452       709 
ÖSSZES 2170 2866 743 1500 436 286 37 0 8038 
TŐKEÁLL. 1349 4741       6090 
Koefficiensek:         
 IPAR EGYÉB EXPORT LAKFOGY BERUH KOZFOGY KESZL.F   
IPAR 0,2880 0,1717 0,7524 0,2727 0,1972 0,0350 -0,2973   
EGYÉB 0,2221 0,2582 0,2476  0,6200 0,5321 0,9650 0,5946   
IMPORT 0,1959 0,0488 0,0000 0,1073 0,2706 0,0000 0,7027   
BÉR 0,1442 0,3224        
AMORT 0,0313 0,0412        
TISZTAJ 0,1184 0,1577        
ÖSSZES 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000   
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TŐKEÁLL. 0,6217 1,6542        
 
A megoldást lásd a Rápak-saj.xls file ’2-ágazat’ munkalapján. Az egyes bezárási lépések az 
alábbiak: 
 
 
 
A megoldást lásd a Rápak-saj.xls file ’2-ágazat’ munkalapján: 
A^ IPAR EGYÉB X^ IPAR EGYÉB 
IPAR 0,4989 0,3389 IPAR 1082,6 971,2 
EGYÉB 0,3827 0,5034 EGYÉB 830,4 1442,8 
TISZTAJ 0,1184 0,1577 EGYÉB 257,0 452,0 
Összes 1,0000 1,0000 Összes 2170,0 2866,0 
 
 
10. fejezet – Összevont multiplikátorok, közvetlen és teljes 
mutatók 
 
B 
 
10.1. feladat 
Mi az a Leontief-paradoxon?  
„Leontief úgy találta, hogy az USA export termékeinek előállítása viszonylag több munkát 
igényel, mint az importált termékeké, holott az USA esetében, amelyre inkább a tőke, mint a 
munkaerő bősége a jellemző, a fenti elmélet alapján fordított eredményt kellene várni. Leontief 
eredményét részletesebben bontott számítások nem igazolták ugyan, de a jelenség Leontief-
paradoxon elnevezéssel bevonult a szakirodalomba.” (könyv 256. oldal) 
 
Leontief-mátrix:  A
c = g ◦ w'   A
d = b ◦ a'    A
z  
 IPAR EGYÉB  IPAR EGYÉB  IPAR EGYÉB    
IPAR 0,7120 -0,1717 IPAR 0,0393 0,0879 IPAR 0,0062 0,0081 IPAR 0,1654 0,0712 
EGYÉB 
-
0,2221 0,7418 EGYÉB 0,0894 0,1999 EGYÉB 0,0167 0,0219 EGYÉB 0,0544 0,0234 
   IMPORT 0,0155 0,0346 IMPORT 0,0085 0,0111 IMPORT 0,2198 0,0946 
A^ IPAR EGYÉB          
IPAR 0,4989 0,3389          
EGYÉB 0,3827 0,5034          
TISZTAJ 0,1184 0,1577          
Összes 1,0000 1,0000          
            
X^ IPAR EGYÉB          
IPAR 1082,6 971,2          
EGYÉB 830,4 1442,8          
EGYÉB 257,0 452,0          
Összes 2170,0 2866,0          
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10.2. feladat 
a) Mi az  x = xÄ + h  összefüggésben az Ä mátrix jelentése? (Korábban a kifejezőbb A

jelölés volt) 
Könyv 257. oldal: „Jelöljük Ä-val az <x>1X képlet alapján az ÁKM sorirányban számított 
megoszlási, úgynevezett kibocsátási együtthatók mátrixát! Ennek a mátrixnak az elemeit 
tekintette Ghosh az előreható kapcsolatok közvetlen, az (EÄ)1 mátrix elemeit pedig a teljes 
mutatószámainak”. (ẳij eleme mutatja az i-edik ágazat egységnyi termeléséből a j-edik ágazat 
felé átadott mennyiséget). 
 
b) Milyen értelmezést tulajdoníthatunk a  x = xÄ + h,  illetve  x = h(EÄ)1 
képleteknek, illetve e képleteknek mi a gyakorlati felhasználási lehetősége? 
 
1. Beszerzési vonzatok (hiánygazdaság ill. azon esetekre, ahol az így kialakult beszerzési 
szerkezet hosszabb távon a ráfordítási szerkezettel egyezik meg, megengedve 
bizonyos helyettesíthetőséget az anyagok között) 
2. Cash-flow elemzés, adott termelések ill. értékesítések mellett mekkora lesz a nettó 
bevétele az egyes ágazatoknak. 
3. Fejlődés tervezés: Adott h erőforrások kihasználásához mennyit kell az egyes 
ágazatoknak termelniük, feltéve, hogy adott az egyes ágazatok értékesítési szerkezete. 
 
 
10.3. feladat 
Tegyük fel, hogy a j-edik ágazatbeli vállalat egységnyi terméket állít elő, és ennek közvetlen 
termékráfordításai az i-edik ágazat termékéből ri ! Mekkora lesz ennek az egységnyi 
termelésnek a beszállítókon keresztül generált összes közvetlen+közvetett hozzáadott érték 
vonzata? 
1-1’r + c’( E  A )-1 r 
 
10.4. feladat 
Bizonyítsuk be, hogy ha t = s(<x>  X)1 képlettel számíthatjuk a termékek fajlagos 
energiatartalmát (X a termelő ráfordítási mátrix, vagy „belső négyzet”), akkor a termelés során 
keletkezett és felhasznált termékek energiatartalmának egyenlege éppen s 1!  
t <x>1  t X 1 = (t <x>  t X) 1= t (<x> X) 1= s(<x>  X)1(<x> X) 1= s 1 
 
10.5. feladat 
Vezesse le a tartalomszámításnak a ráfordítási együtthatókat nem feltételező 
megoldóképletét, és bizonyítsa be ennek egyenértékűségét a ráfordítási együtthatókat használó 
változatával! 
t<x> = h + tX  =>  t = h(<x>  X)1  
Ha h = c<x>  és X = A<x> (azaz léteznek az együtthatók), akkor  
t = h(<x>  X)1 = h{(E  A)<x>)}1= h<x>1(E  A)1 = c(E  A)1.  
(Lásd a könyv 263. oldalát!) 
 
 53 
 
10.6. feladat 
Mi az  m<sjj>  szorzat közgazdasági értelme (m  a fajlagos munkaerőigény, <sjj>  a 
ráfordítási együtthatómátrix Leontief-inverzének diagonális elemeiből képzett diagonális-
mátrix)?    
Az egységnyi j-edik termék iránti végső kereslet teljes munkaigényéből a saját ágazatban 
jelentkező (vagy belső, ill. „közvetlen”) munkaerőigény. (könyv 255. oldal) 
 
 
C 
 
11. fejezet – ÁKM-ekre épülő input-output volumen- és 
ármodellek 
 
B 
11.1. feladat 
Milyen főbb eltéréseket tapasztalunk az elméleti Leontief-típusú és az ÁKM-re épülő 
ármodell 
között?       
(3 pont) 
A Leontief-modellben a tőkejavak egyedi termékek, az „A” típusú ÁKM alapján levezetett 
modellben viszont kompozit ágazati állóeszközök. Az amortizációs kulcsok és a (differenciált) 
tőkemegtérülési ráták ez utóbbiakra vonatkoznak, s nem az ágazati kibocsátásokra, mint 
Leontief modelljében. A Leontief-modellben eltekintettünk az adóktól és támogatásoktól. 
Elsődleges erőforrás nemcsak a munkaerő. 
 
11.2. feladat 
Az összetettebb ÁKM-ármodellek alapvetően abban különböznek az egyszerűbb ÁKM-
ármodellektől, hogy:  
a) nemcsak ÁKM-adatokat használnak, hanem más adatokat, pl. 
……………………………………………………………………………………….. 
b) nemcsak az ÁKM-……………………………………….-re vetítve határoznak meg 
fajlagosokat, hanem pl. a ………………………………………-re vetítve is, 
c) a …………………………..-t és a ………………………..-t részletesebben felbontják, 
d) a ……………………………. képzési szabályát árnyaltabban ábrázolják 
e) a …………………………………változók megválasztásában több lehetőséget engednek 
meg. 
Megoldás: Az összetettebb ÁKM-ármodellek alapvetően abban különböznek az egyszerűbb 
ÁKM-ármodellektől, hogy:  
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c) nemcsak ÁKM-adatokat használnak, hanem más adatokat, pl. erőforrás adatokat és ún. 
kiegészítő adatokat, mint az importmátrix, vám-mátrix, termékadómátrix, exporttámogatási 
vektor (termékadókat és beruházásokat mátrixra bontva szerepelteti). 
d) nemcsak az ÁKM-oszlopösszesenekre vetítve határoznak meg fajlagosokat, hanem pl. a 
x-z vetítve is, 
e) a hozzáadott értéket és a végső felhasználásokat részletesebben felbontják, 
f) a tisztajövedelem és erőforrásárak képzési szabályát árnyaltabban ábrázolják 
g) az exogén-endogén változók megválasztásában több lehetőséget engednek meg 
(egyszerűnél csak a végső felhasználások, ill. ármodellnél a fajlagos hozzáadott értékek 
exogének) 
 
11.3. feladat 
Sorolja fel az egyszerű és összetettebb ÁKM-ármodellek főbb eltéréseit!  
Összetettebb: nemcsak ÁKM-adatokat használ (hanem pl. erőforrás adatokat és ún. 
kiegészítő adatokat, mint az importmátrix, vám-mátrix, termékadómátrix, exporttámogatási 
vektor, stb.), nemcsak az ÁKM-oszlopösszesenekre vetítve határoz meg arányokat, 
fajlagosokat (hanem pl. x-z –re), hozzáadott értéket részletesen felbontja, tisztajövedelem 
képzési szabályát árnyaltabban ábrázolja, erőforrásárakat valorizálja, exogén-endogén 
választást rugalmasabban kezeli (egyszerűnél csak a végső felhasználások, ill. ármodellnél a 
fajlagos hozzáadott értékek exogének), termékadókat és beruházásokat mátrixra bontva 
szerepelteti. (lásd még a könyv 286. oldalát!) 
 
11.4. feladat 
 
Az ÁKM-ármodellek és volumenmodellek közötti (a jegyzetben is gyakran felírt táblázatos 
elrendezésből is látható) dualitás, matematikai analógia alapján adja meg, hogy a 
volumenmodellekben található alábbi meghatározásoknak mi felel meg az (analóg képletekkel 
felírható) ármodellekben: 
 
Volumenmodellbeli szabály Ármodellbeli megfelelő 
egy erőforrásra kapacitáskihasználási szint 
megadása 
árindex előírása (ami szintén az endogén 
változók súlyozott átlagára tett kikötés) 
egyes végsőfelhasználásoknak a részleges 
bezárás révén való meghatározása 
egyes erőforrások árának reálértéken való 
meghatározása (ami szintén relatív 
meghatározás) 
egyes végsőfelhasználások szintjének 
meghatározása 
egyes erőforrások árának nominálértéken 
való meghatározása (ami szintén abszolút 
meghatározás) 
 
11.5. feladat 
A p = (p( U+<r>D+<s>)+z)<w> + pQ(I-<w>) képlettel felírt „vegyes” ármodellben mi 
az s vektor jelentése? 
Az output értékére vetített hozamkulcsok  
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11.6. feladat 
A referenciaárakat is tartalmazó ún „vegyes”-ármodellel készült olajárhatás-elemzés hány 
%-os inflációt becsült előre 2000-re (vagy ebből mekkora volt az olajáremelkedés hatása)? 
7-8 %-osat a kormányzati 6 %-os prognózissal szemben. A modellben az 5 %-os 
forintleértékelésen felüli hatás tekinthető az olajárváltozás hatásának, azaz 2-3 %. (lásd az akm-
alkalm.doc file-t) 
 
11.7. feladat 
Mi a tőkejövedelem  pbd<k>  összetevőjében a d jelentése, és szerepe?    
d = (dj) a tiszta jövedelem ráták indulóértéke az egyes ágazatokban, (j). Szerepe, hogy 
lehetővé teszi az ágazati tőkehozamok eltéréseit. (lásd a könyv 288-289. oldalát!) 
 
11.8. feladat 
a) Mi a magyarázata, hogy az export és az import hazai árát meghatározó  
pm = vpwm<1+m> 
p e = vpwe<1+e> 
képletekben m  elvonást, e  pedig támogatást jelent (avagy a támogatás miért nem negatív 
előjellel szerepel) ?    
Az asszimmetria oka, hogy pm  felhasználói ár, pedig pe termelői ár (azaz a piaci árból az 
egyik a nettó termékadók rárakódásával, a másik pedig a levonásával számítható).  
(Lásd még a könyv 292-293. és 306. oldalait!) 
 
 
b) Mi a Könyv 302-303. oldalán található alábbi két árképzési szabályban szereplő x és 'x 
termelési adó-kulcsok viszonya? Adja meg az összefüggés levezetését is! 
 
p = p(A + B'<rd>) + wdw<l > + pB'<> + p<
x
> =  
 
p = {p(A + B'<rd>) + w<l > + pB'<>}<1+'
x
>,    
 
 jx = 1/(1   jx)  1 , lásd a 12.I-O_armodellek.ppt diacsomag 3. diáján ! 
 
c) Tekintsünk egy B-típusú ÁKM-en alapuló olyan ármodellt, amelyben a termelési adókat a 
termelési érték adott x hányadában képződnek és ezeket a felhasználóra áthárítva épülnek be a 
ph  árakba ! Tegyük fel, hogy az egyes ágazatok önfogyasztási hányadai (az Ah mátrix diagonális 
elemei) γ értékkel csökkennek, a fenti módon értelmezett termelési adókulcsok pedig 
ugyancsak γ értékkel nőnek. Hogy alakulnak az ágazati árindexek az adott árrendszerben, és 
miért? 
Az árrendszer képlete:  
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ph = phAh + wcw<1 + 'w> + ce + ph<x> 
ahol ce az egyéb hozzáadott érték elemeket összefoglaló vektor. Ebből 
ph = (wcw<1 + 'w> + ce)(E  Ah  <x>)1 
amiből látható, hogy x szerepe a megoldásban ugyanolyan mint az Ah mátrix diagonális 
elemeié, azaz a feladatbeli változások hatásai éppen kioltják egymást. 
 
11.9. feladat 
Nevezzen meg egy gyakorlati példát arra, hogy a gazdaságban egy terméknek (ágazatnak) 
mind az ára, mind a jövedelmezősége adott, miközben egy másik árat ezek a feltételek 
határozzák csak meg, nincs ár- vagy jövedelmezőségi előírása ! 
A termékeik szempontjából árelfogadó vállalatok a normálprofitot „nyomott” árak mellett 
is elvárják, és a béreket igyekeznek ehhez igazítani (azaz a munakerőre se exogén megkötés, se 
jövedelmezőségi feltétel – indexálás, valorizálás – nem érvényesül), mégha ez a minimálbér 
alatti bérekkel is lehetséges (tekintet nélkül a munkás megélhetési lehetőségére). 
 
11.10. feladat 
a) Írjuk fel annak a volumen-modellnek a hazai termelési szinteket meghatározó 
azonosságát, amelyben van változó fogyasztás, nincs változó beruházás, és az import-export a 
D2 típusú részleges bezárás analógiájára vált endogén változóvá! Írjuk ki részletesen 
megbontva a végső felhasználás összetevőt! 
 
x = A
h
x + sch·ycv + yeh  + ygh + ybh + ykh + u·rz 
 
b) Adjuk meg a fenti modell szimultán blokkjának az együtthatómátrixát! 
 
 x ycv u u 
x A
h
 s
ch 0 rz 
ycv dc<l> 0 0 0 
u A
m
 s
cm 0 0 
u 0 0 pwm 0 
 
11.11. feladat 
Írjuk fel annak az ár-modellnek az alapösszefüggéseit, amelyben a hazai és az importált 
terméket egymás tökéletes helyetteseként kezeljük, van beruházási együttható mátrix, és 
nincsenek sem termékadók, sem termelési adó. 
p = pA + wdw<l > + pb<k><rd + d>,  
pb = pB
a
. 
vagy  
p = pA + pB
a
<k><rd> + wdw<l > + pBa<k><d> 
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11.12. feladat 
 
Tekintsük az alábbi ármodellt: 
 p = p(A + B<ca>) + ce, 
ahol B a beruházási együttható mátrix (1B = 1). 
a) Adja meg a fenti feladat kibővített (2n dimenziós) együttható mátrixszal felírt változatát 
(az összefüggést a termékek és a plusz sorok szerint felbontva)! 
(p, pb) = (p, pb) 





0ac
BA
+ (ce, 0)  
 
b) Melyek a kétfajta (összevont és kibővített) együttható mátrix nevezetes közös 
matematikai tulajdonságai? 
 a két együttható mátrix domináns sajátértéke is csak egyidejűleg lehet 1, 1-nél 
nagyobb, vagy 1-nél kisebb (a Perron–Frobenius-tételek ismeretében igazolható);  
 az (E  Â)1 mátrixnak a közönséges ágazatokhoz tartozó (bal felső) négyzetes blokkja 
nem más, mint az (E  Az)1 mátrix (a Leontief-mátrix blokk formában való 
invertálása alapján)” 
 egyidejűleg (ir)reducibilisek 
 
c) Mi lesz a tartalma ce vektornak és az új árváltozóknak? 
fajlagos amortizáción felüli hozzáadott érték (nettó nemzeti termék) és ágazatonkénti 
beruházási árindexek 
 
d) Milyen sajátos feltevés húzódik meg a fenti modellel végzett árelemzések mögött? 
Az árképzésben résztvevő ágazati tőkéket a megfelelő ágazati beruházási árindexnek 
megfelelően értékelik át. Ez megfelel a régi és új állóeszközök közötti tökéletes 
helyettesíthetőség feltevésének. 
 
11.13. feladat 
A hazai és importtermékek tökéletes helyettes viszonya esetén az árak meghatározását  
 p = p(A + Ba<ra><k>) + wdw<l> + pBa<d><k> + p<x> 
alakra redukálhatjuk. 
a) Mi volt ebben az A és Ba együttható mátrixok, és az (A + Ba<ra><k>) együttható 
mátrix pontos közgazdasági tartalma? 
A = (Ah + Am)<1+a>,  
Ba = (Bah + Bm)<1+b>,  
Ahol Am = <1+m>Am; Bm = <1+m>Bam; scm = <1+m>scm; 
 
(A + Ba<ra><k>): az elhasznált termelési eszközök (anyagok és állóeszközök) pótlási 
együtthatóinak mátrixa (teljes pótlási együttható mátrix) 
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b) Egészítsük ki a fenti meghatározást a pc fogyasztói árindexszel, majd helyettesítsük a w 
névleges bérrátát a  reálbérrátával, és írjuk fel az így kapott ármodellt! 
p = p(A + Ba<ra><k> + sc◦dw<l> + Ba<d><k> + <x>) 
 
c) Vázoljuk röviden és tömören a kapott ármodell és megoldásának matematikai jellemzőit! 
(Ha p endogén változó, mi más lehet még endogén változó, van-e szabadsági fok, hogy 
szüntethető meg?) 
Speciális sajátérték-feladat, az együttható mátrix sajátértéke 1 kell legyen, több endogén 
változó nem lehet, csak az árszint szabad, ármérce választandó. 
 
C 
 
11.14. feladat 
 
a) Tegyük fel, hogy a hazai és import termékek egymás tökéletes helyettesítői. Tegyük fel 
továbbá, hogy a közvetett adókat a termelés esetén összevonjuk a termelési adókkal, a 
beruházások esetén pedig nincsenek. A béreken levő TB járulék kulcsa egységes (w), és nincs 
haszonkulcs alapján képződő tiszta jövedelem. Írjuk fel, a fenti feltevések mellett, az ágazati 
termelői és beruházási árindexeket meghatározó képleteket! (Ha a jegyzet jelöléseit alkalmazza, 
nem szükséges megadni a jelentésüket.) 
p = pAhm + w(1+w)dw<l> + pb<ra + d><k> + p<t>, 
pb = pBahm, 
 
b) Redukáljuk p-re a fenti meghatározást: 
p = p(Ahm + Bahm<ra><k>) + w(1+w)dw<l> + pBahm<d><k> + p<t>  vagy  
p = p(Ahm + Bahm<ra><k> + Bahm<d><k> + <t>) + w(1+w)dw<l> 
 
c) Adjuk meg a reálbérek behelyettesítésével nyert zárt formát: 
p = p(Ahm + Bahm<ra><k> + (1+w)<1+c>(schm◦dw)<l> + Bahm<d><k> + <t>) 
 
d) Tegyük fel, hogy a korábban 30%-os TB járulék felére csökkentése után minden más 
paraméter és az általános profitráta értéke változatlan maradt. Mi történt?  
A reálbér nőtt, éspedig 13%-kal. 
 
 
11.15. feladat 
Milyen strukturális modellből, milyen feltevések és behelyettesítések révén juthatunk el az 
alábbi zárt input-output ármodellhez: 
p = p(A + Ba<ra><k> + sc◦dw<l> + Ba<d><k> +  x)  
Mi ebben az összefüggésben Ba, sc, d, x és  jelentése? Mennyi a szabadsági foka a fenti 
modellnek? Milyen összefüggéseket világít meg, illetve elemzésére alkalmas a fenti modell ? 
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Lásd a jegyzet 161. oldalán a (10.7-1c) egyenletet ! 
Az eredeti strukturális modell: 
p = pA<1+a> + w<l> + q<k> + p<x>, 
w = wdw<1+w>, 
q = pb<ra + d>, 
pb = (phBah + pmBm )<1+b>, 
pc = ps
c(1+ c), 
 = w /pc. 
Ebből a pb = pBa, pc = psc, pm = pe = ph (közös értéküket egyetlen p változóval 
jelölhetjük).behelyettesítésekkel juthatunk idáig. 
Ba = (Bah + Bm)<1+b> a beruházási mátrix a felhasználónkénti termékadókkal, 
sc = (sch + scm)(1+ c)  bérek fogyasztási vonzatának termékszerkezete termékadókkal 
d profitráta differenciák,  
x termelési adókulcsok,  
 = w /pc  reálbér. 
Szabadságfok 1, ui. a sajátértéknek 1-nek kell lennie, ezért  és  közül csak egyik választható 
szabadon. Viszont árhomogén az egyenlet, árszint megadandó. 
A reálbér és a profitráta viszonyát lehet vele elemezni. 
 
 
11.16. feladat 
a) Írjuk fel annak a volumen-modellnek a hazai termelési szinteket meghatározó 
azonosságát, amelyben van változó fogyasztás, nincs változó beruházás, és az import-export a 
D/2 típusú részleges bezárás analógiájára vált endogén változóvá! Írjuk ki részletesen 
megbontva a végső felhasználás összetevőt!  
 x = A
h
x + sch·ycv + yeh  + ygh + ybh + ykh + u·rz 
b) Milyen kiegészítő feltétellel lehet módosítani az 
 xh + u = Ax + B
a
yav + ye,   (11.2-1a) 
 
 xh = x – z,   (11.1-1b) 
 
alapegyenleteket oly módon, hogy annak eredményeképpen  
a) a hazai-export célú ….  z = <se>x vagy z = <reh>xh 
b) az hazai-import eredetű …. u = <rmh>xh 
termékek egymás tökéletes kiegészítőiként viselkedjenek?  
c) Írjuk fel annak az ÁKM-alapú ármodellnek a termékek árvektorára redukált 
alapösszefüggését névleges bérek esetén, amelyben a hazai és az importált terméket egymás 
tökéletes helyetteseiként kezeljük, van beruházási együttható mátrix, és nincsenek sem 
termékadók, sem termelési adó. (Ha a jegyzet jelöléseit alkalmazza, nem szükséges megadni a 
jelentésüket. Használjuk a dw = dw<1+w> és az sc = <1+c>(sc + scm) együtthatókat 
egyszerűbb jelölések végett!)               
p = pA + pB
a
<k><rd> + wdw<l > + pBa<k><d> 
 
d) Adjuk meg a fenti ármodellnek a reálbérek behelyettesítésével nyert változatát:  
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p = p(A + Ba<k><rd> + (sc◦dw)<l> + Ba<d><k>) 
 
e) (prémiumpontért) Tegyük fel, hogy a korábban 30%-os TB járulék felére csökkentése 
után minden más paraméter és az általános profitráta értéke változatlan marad. Hogyan 
alkalmazkodik egyensúlyban a gazdaság?  
A reálbér nő, éspedig 13%-kal. 
 
11.17. feladat 
Az alábbi ÁKM-ben tegyük fel, hogy az import mindkét termékből 10 %-kal nő. Kompetitív 
importot feltételező ÁKM modellel becsüljük meg, hogy mennyivel nőhet a lakossági 
fogyasztás változatlan szerkezetben akkor, ha a többi végső felhasználás és az össztőkeigény 
(kapacitáskihasználás) egyaránt a kiinduló szinten marad. 
 
A-típus IPAR EGYÉB EXPORT LAKFOGY BERUH KOZFOGY KESZL.F -IMPORT OSSZES 
IPAR 5219 1552 4105 2346 915 14 351 -4861 9641 
EGYÉB 1392 2740 599 3579 1372 1256 15 -535 10418 
BÉR 1062 2265       3327 
AMORT 876 1370       2246 
TISZTAJ 1092 2491             3583 
ÖSSZES 9641 10418 4704 5925 2287 1270 366 -5396 29215 
LÉTSZÁM 1164 2256  Ezer fő           3420 
TŐKEÁLL. 20000 45000             65000 
  
Segítségül az együtthatók és felhasználási szerkezetek: 
 
  IPAR EGYÉB EXPORT LAKFOGY BERUH 
IPAR 0,5413 0,1490 0,8727 0,3959 0,4001 
EGYÉB 0,1444 0,2630 0,1273 0,6041 0,5999 
BÉR 0,1102 0,2174 0,0000 0,0000 0,0000 
AMORT 0,0909 0,1315 0,0000 0,0000 0,0000 
TISZTAJ 0,1133 0,2391 0,0000 0,0000 0,0000 
ÖSSZES 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 
LÉTSZÁM 0,1207 0,2165 =m     
TŐKEÁLL. 2,0745 4,3194 =k   
 
Induljunk ki abból, hogy az össztőkeigény (jelöljük K-val) nem változott. Ekkor érvényes a 
következő gondolatmenet (vesszővel jelölve a sorvektorokat): 
   0 K k x k R y k R f i k R g i                     
ahol:  
a) k’ a tőke koefficiensek vektora (az össztőkeigény egyenlő az össztermelés szorozva a 
tőkekoefficienssel) 
b) R a Leontief inverz y pedig a végső kibocsátás (A Leontief inverz pontosan azt 
mutatja meg, hogy adott mértékű végső fogyasztáshoz összesen mennyit kell termelni) 
c) f a fogyasztás i pedig az import (termelés + import = fogyasztás. „A” típusú ÁKM-ben 
az exportot is fogyasztásként értelmezzük, mivel a többi végső felhasználás nem 
változott, így f a lakossági fogyasztás változását fogja megadni) 
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d) g a lakossági fogyasztás szerkezete. (mivel a fogyasztás csak volumenében változott, 
szerkezetében nem, így elég -t számolnunk) 
Az egyenlet két végét -ra rendezve kapjuk:  
k R i
k R g

 

  
 
A konkrét számadatokkal a megoldás λ =519,96 , a részszámítások az AKMvolm-erőf-korl-
6620.xls file-ban találhatók. 
 
11.18. feladat 
 Az alábbi ÁKM-ben tegyük fel, hogy az import mindkét termékből 10 %-kal nő. 
Kompetitív importot feltételező ÁKM-modellel becsüljük meg, hogy mennyivel nőhet az 
export változatlan szerkezetben akkor, ha a többi végső felhasználás és a munkaerőigény 
(létszám) egyaránt a kiinduló szinten marad.  
 
A-típus IPAR EGYÉB EXPORT LAKFOGY BERUH KOZFOGY KESZL.F -IMPORT OSSZES 
IPAR 5219 1552 4105 2346 915 14 351 -4861 9641 
EGYÉB 1392 2740 599 3579 1372 1256 15 -535 10418 
BÉR 1062 2265       3327 
AMORT 876 1370       2246 
TISZTAJ 1092 2491             3583 
ÖSSZES 9641 10418 4704 5925 2287 1270 366 -5396 29215 
LÉTSZÁM 1164 2256  Ezer fő           3420 
TŐKEÁLL. 20000 45000             65000 
 
Segítségül a koefficiensek: 
 
  IPAR EGYÉB EXPORT LAKFOGY BERUH 
IPAR 0,5413 0,1490 0,8727 0,3959 0,4001 
EGYÉB 0,1444 0,2630 0,1273 0,6041 0,5999 
BÉR 0,1102 0,2174 0,0000 0,0000 0,0000 
AMORT 0,0909 0,1315 0,0000 0,0000 0,0000 
TISZTAJ 0,1133 0,2391 0,0000 0,0000 0,0000 
ÖSSZES 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 
LÉTSZÁM 0,1207 0,2165 =m     
TŐKEÁLL. 2,0745 4,3194 =k   
 
A módszert lásd az előző példánál, a számításokat pedig az AKMvolm-erőf-korl-8410a.xls file-
ban. 
 
11.19. feladat 
Az alábbi ÁKM-ben tegyük fel, hogy a beruházás mindkét termékből 10 %-kal nő. 
Kompetitív importot feltételező ÁKM modellel becsüljük meg, hogy mennyivel változik a 
lakossági fogyasztás változatlan szerkezetben akkor, ha a többi végső felhasználás, az import 
és az össztőkeigény (kapacitáskihasználás) egyaránt a kiinduló szinten marad: 
 
A-típus IPAR EGYÉB EXPORT LAKFOGY BERUH KOZFOGY KESZL.F -IMPORT OSSZES 
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IPAR 5219 1552 4105 2346 915 14 351 -4861 9641 
EGYÉB 1392 2740 599 3579 1372 1256 15 -535 10418 
BÉR 1062 2265       3327 
AMORT 876 1370       2246 
TISZTAJ 1092 2491             3583 
ÖSSZES 9641 10418 4704 5925 2287 1270 366 -5396 29215 
LÉTSZÁM 1164 2256  Ezer fő           3420 
TŐKEÁLL. 20000 45000             65000 
  
Segítségül az együtthatók és felhasználási szerkezetek: 
 
  IPAR EGYÉB EXPORT LAKFOGY BERUH 
IPAR 0,5413 0,1490 0,8727 0,3959 0,4001 
EGYÉB 0,1444 0,2630 0,1273 0,6041 0,5999 
BÉR 0,1102 0,2174 0,0000 0,0000 0,0000 
AMORT 0,0909 0,1315 0,0000 0,0000 0,0000 
TISZTAJ 0,1133 0,2391 0,0000 0,0000 0,0000 
ÖSSZES 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 
LÉTSZÁM 0,1207 0,2165 =m     
TŐKEÁLL. 2,0745 4,3194 =k   
 
Induljunk ki abból, hogy az össztőkeigény (jelöljük K-val) nem változott. Ekkor érvényes a 
következő gondolatmenet (vesszővel jelölve a sorvektorokat): 
0 = ∆ K = k’∆x = k’ R ∆y = k’ R ( ∆f  + ∆b ) = k’ R ( λ∙g  + ∆b ) 
ahol:  
k’  a tőke koefficiensek vektora (az össztőkeigény egyenlő az össztermelés szorozva a 
tőkekoefficienssel) 
R  a Leontief inverz (A Leontief inverz pontosan azt mutatja meg, hogy adott mértékű végső 
fogyasztáshoz összesen mennyit kell termelni) 
y   a végső kibocsátás (aminek tehát csak a fogyasztási és beruházási komponense változik) 
f   a fogyasztás  
b  a beruházás  
g  a lakossági fogyasztás szerkezete 
  a lakossági fogyasztás szintje  
 
Mivel a fogyasztás csak volumenében változott, szerkezetében nem, így elég -t 
számolnunk: 
Az egyenlet két végét -ra rendezve kapjuk:  
 
−𝑘𝑅∆𝑏
𝑘𝑅𝑔
  
A konkrét 
számadatokkal a 
megoldás: 
 
Leontief-mátrix:  
 IPAR EGYÉB 
IPAR 0,4587 -0,1490 
EGYÉB -0,1444 0,7370 
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Leontief-
inverz:(R)    
 IPAR EGYÉB 
IPAR 2,3284 0,4707 
EGYÉB 0,4562 1,4491 
  b=
IPAR 91,5 
EGYÉB 137,2 
k*R*b= 1630,3  -228,63 
   f=
k*R*g= 7,131 IPAR -91,47 
  EGYÉB -137,16 
 
 λ = -228,63, a részszámítások az AKMvolm-erőf-korl-8410.xls file-ban találhatók. 
 
11.20. feladat 
Legyen egy „A”-típusú ÁKM adatai alapján felírt I-O modellben adott az import változása 
(∆u), az export és a fogyasztás szerkezete (sz és sc). Tekintsük a termelési szintek változása (x) 
mellett az utóbbiak szintjének változását (∆z és ∆yc) is endogén változónak! Legyen az ágazatok 
fajlagos munkaerő- és tőkeigénye (l, k)!  
a) Írjuk fel annak a modellnek az egyenletrendszerét, amely a többi végső felhasználási igény, 
valamint a munkaerő- és tőkekínálat (ls, ks) adott nagysága mellett meghatározza az export és 
a fogyasztás szintjének lehetséges változását!   
x = Ax + sc∆yc + sz∆z - ∆u,     lx = 0,     kx = 0. 
b) Redukáljuk a modellt az egyensúly munkaerő- és tőkepiaci feltételeire, és írjuk fel a 
feltételek együtt, blokkmátrixos formában!  
 x = (E  A)-1(sc∆yc + sz∆z  ∆u) 
 l(E  A)-1(sc∆yc + sz∆z  ∆u) = 0,     k(E  A)-1(sc∆yc + sz∆z  ∆u) = 0. 
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c) Mi lesz i) a ∆yc és ∆z endogén változókhoz, illetve ii) a ∆u exogén változókhoz tartozó 
együttható mátrixok elemeinek a közgazdasági tartalma? Mikor lesz a megoldás egyértelmű? 
i)  az egységnyi fogyasztói ill. exportkosár előállításának teljes munkaerő-, ill. tőkeigénye 
ii) a teljes munkaerő-, ill. tőkeigény vektora 
A megoldás egyértelmű, ha teljes ráfordítási tényezők relatív intenzitása eltérő. 
 d) Adjon olyan elégséges feltételeket, amelyek esetén a megoldás (∆z és ∆yc) független az A, 
illetve az l és a k ráfordítási együtthatóktól és egyértelmű! 
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Ebből látható, hogy ha csak két jószág van, és az első (az l, k) együttható mátrix is nem-
szinguláris (eltérő relatív tényező intenzitás), akkor 
  uss Δ
Δ
Δ
,
czc 





z
y
, vagy másképp:  sc∆yc + sz∆z = ∆u lehet csak, 
ennek megoldása tehát már nem függ a ráfordítási együtthatóktól. A megoldás egyértelmű, ha 
sc és sz szerkezete is eltérő, azaz (sc, sz) is nemszinguláris. 
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11.21. feladat 
Tegyük fel, hogy egy „A”-típusú (azaz kompetitív importot feltételező) ÁKM modellben 
az import változása (∆u) exogén adott (termékenként). A végső felhasználások közül az export 
és a fogyasztás szerkezete (sz illetve sc) is adott, de változásának szintje (∆z és ∆c) endogén 
változó. Tegyük továbbá fel, hogy az ágazatok (egységnyi termelésre vetített) munkaerő és 
tőkefajlagosai (m, k) is rögzítettek.  
Bizonyítsuk be, hogy ha ∆z és ∆c szintjeit azon feltételnek megfelelően határozzuk meg, 
hogy a többi végső felhasználás és az erőforrásigények (létszám- és tőkeállomány) egyaránt a 
kiinduló szinten maradjanak, akkor a megoldás (∆z és ∆c) független a ráfordítási 
együtthatóktól! 
A módszert lásd az ÁKMvolm-erőf-korl-7612.doc file-ban: Feltételek: 
( )
( )
0
0
 
 
  
  
kR e g i
m R e g i
 
Ahol α=∆z , λ=∆c, ∆i=∆u , sc=g , sz =e, R=(E-A)-1. A k’ és az m’ vektorokat egymás alá írva 
kapjuk az L mátrixba, a 2 feltétel egyesíthető: ( )   0 LR e g i  
Mivel az L és R nemszinguláris mátrixok (a determinánsuk  0), ezért a fenti homogén 
egyenletrendszernek csak triviális megoldása van, azaz a zárójelben lévő vektor zérus. Tehát a 
következő egyenletrendszert kell megoldanunk: Scgei   , 
ahol az S mátrixot az e és g oszlopvektorok egymás mellé írásával kapjuk. A c (oszlop)vektor 
elemei pedig a keresett  és   volumeneket jelöli: 








c . 
Mivel az S mátrix nemszinguláris (a determinánsa  0), ezért invertálható. Így az 
egyenletrendszert átrendezve a c vektor a következőképpen határozható meg: 
iSc  1  , tehát nem függ az R inverztől, azaz az A ráfordítási együtthatóktól se (lásd a 
AKMvolm-erőf-korl-7612.xls file-t is). 
 
11.22. feladat 
 Az alábbi ÁKM-ben tegyük fel, hogy az import az 1. illetve 2. termékből 10 illetve 20 
%-kal nő. Kompetitív importot feltételező ÁKM-modellel becsüljük meg, hogy mennyivel 
nőhet az export és a fogyasztás (mindkettő változatlan szerkezetben) úgy, hogy a többi végső 
felhasználás és az erőforrásigények (létszám- és tőkeállomány) egyaránt a kiinduló szinten 
maradjanak. 
 
A-típus IPAR EGYÉB EXPORT LAKFOGY BERUH KOZFOGY KESZL.F -IMPORT OSSZES 
IPAR 5219 1552 4105 2346 915 14 351 -4861 9641 
EGYÉB 1392 2740 599 3579 1372 1256 15 -535 10418 
BÉR 1062 2265       3327 
AMORT 876 1370       2246 
TISZTAJ 1092 2491             3583 
ÖSSZES 9641 10418 4704 5925 2287 1270 366 -5396 29215 
LÉTSZÁM 1164 2256  Ezer fő           3420 
TŐKEÁLL. 20000 45000             65000 
 
Segítségül a koefficiensek: 
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  IPAR EGYÉB EXPORT LAKFOGY BERUH 
IPAR 0,5413 0,1490 0,8727 0,3959 0,4001 
EGYÉB 0,1444 0,2630 0,1273 0,6041 0,5999 
BÉR 0,1102 0,2174 0,0000 0,0000 0,0000 
AMORT 0,0909 0,1315 0,0000 0,0000 0,0000 
TISZTAJ 0,1133 0,2391 0,0000 0,0000 0,0000 
ÖSSZES 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 
LÉTSZÁM 0,1207 0,2165 =m     
TŐKEÁLL. 2,0745 4,3194 =k   
 
Első lépésben számoljuk ki az import változását. Ezt úgy kapjuk meg, hogy az első termék 
importját 0,1-del, a másikat 0,2-del szorozzuk be. 
Ezután induljunk ki abból, hogy az össztőkeigény (K) és az összmunkaerő-igény (M) nem 
változott. Ekkor felírhatjuk a következő levezetést az össztőkeigény változására (a 
sorvektorokat vesszővel jelölve): 
)()(0 igzRkifeRkyRkxk  K , 
és hasonlóan az összmunkaerő-igény változására: 
)()(0 igzRmifeRmyRmxm  M  
ahol k’ jelöli a tőkekoefficienseket, m’ a létszám koefficienseket, x az össztermelést, y a végső 
kibocsátást, R a Leontief-inverzet, e az exportot (felírható a szerkezet és a volumen 
szorzataként – z), z az export szerkezetét (az export koefficiensek),  az export volumen 
változását abszolút számban, f a fogyasztást (felírható a szerkezet és a volumen szorzataként – 
g), g a lakossági fogyasztás szerkezetét (a lakossági fogyasztás koefficiensek),  a lakossági 
fogyasztás volumen változását abszolút számban. 
Mivel a fogyasztás és az export szerkezetében nem változott, ezért a volumenek ( és ) lesznek 
a meghatározandó mennyiségek. 
A fenti egyenlőségek bal- és jobboldalait összevetve az alábbi egyenleteket kapjuk: 
)('
)('
igzRm0
igzRk0




 
Ezt az egyenletrendszert felírhatjuk mátrixos alakban is. A k’ és az m’ vektorokat egymás alá 
írva kapjuk az L mátrixot: 
)( igzLR0    
Mivel az L és R nemszinguláris mátrixok (a determinánsuk  0), ezért a fenti homogén 
egyenletrendszernek csak triviális megoldása van, azaz a zárójelben lévő vektor zérus. Tehát a 
következő egyenletrendszert kell megoldanunk 
Scgzi   , 
ahol az S mátrixot az z és g oszlopvektorok egymás mellé írásával kaptuk. A c (oszlop)vektor 
elemei pedig a keresett  és   volumeneket jelölik, azaz 









c . 
Mivel az S mátrix nemszinguláris (a determinánsa  0), ezért invertálható. Így az 
egyenletrendszert átrendezve a c vektor a következőképpen határozható meg: 
iSc  1 . 
A szükséges számítások (az ÁKMvolm-erőf-korl-7612.xls fájlban találhatók): 
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831,1267,0
831,0267,1
      
8727,01273,0
3959,06041,0
1273,03959,06041,08727,0
1
6041,01273,0
3959,08727,0
1
1
S
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1,527
107
1,486
831,1267,0
831,0267,1
1
iSc  
Tehát az export szintje 527-tel, a fogyasztásé pedig 66-tal nőhet. 
Innen a fogyasztás változása: 













87,39
13,26
6041,0
3959,0
66gf  , 
és az export változása: 
 












1,67
460
1273,0
8727,0
1,527ez  . 
Látható, hogy α + λ = 593,1, azaz a többletfogyasztás és többletexport volumene együtt éppen 
a többletimport volumenét adja. 
Megjegyzés: előfordulhat, hogy a megoldásban az egyik endogén végső felhasználás szintje 
negatív lesz. Ez ugyan a változásokra felírt feladatokban elvben még nem feltétlenül jelent 
képtelenséget, de tudni kell, hogy a technológiai együtthatókon túlmenően a végső felhasználási 
termékszerkezetek rögzítése gyakorlatilag túlzott korlátozást jelent, amitől erősen függenek a 
számított szintek arányai. Mindenesetre életszerűbb modellek ebből az alapmodellből könnyen 
származtathatók. 
 
11.23. feladat 
Egy ’B’ típusú ÁKM-re épülő ármodell 
Az ágazatok árindexeinek költség-jövedelem összetevői: 
pa = (phAh + pam<am>)<1 +a> + wdw<1 + w><l> + pb(rd + d)<k> + pa<x>, 
pam = vpawm <1 +am>, 
a) Mi lesz a jelentése az alábbi változónak illetve paramétereknek? 
pawm  Az import vámmentes világpiaci árindexe 
pam Az import vámmentes hazai árindexe 
a Az ágazatok anyagfelhasználását terhelő összes közvetett adó/támogatás alapján 
kiszámolt átlagos nettóadó-kulcsok vektora 
am Az import ágazatok anyagfelhasználását terhelő összes közvetett adó/támogatás alapján 
kiszámolt átlagos nettóadó-kulcsok vektora 
 
b) Mekkora lesz, ill. milyen képlettel adhatjuk meg az utóbbi induló értékét az ÁKM adatokkal? 
pawm = 1/(1+m) pam =1/(1+am) 
a =  a / am am = 
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c) A pam<am> meghatározás helyett helyesebb lett volna az am<pma> formát használni. Vajon 
miért? (Vessük össze az általánosabb pmAm meghatározással, és teremtsünk kapcsolatot a kettő 
között, ahol am = 1Am! Hogyan lehet pam ismeretében meghatározni pma-t?) 
 
Fontos a különbség a balról szorzás és jobbról szorzás ebben az esetben. Az am<pma> forma 
azért kedvezőbb meghatározáshoz látni kell, hogy az importanyag ráfordítási együtthatók 
vektorából (mivel am = 1Am ) képzett diagonális mátrix <am>  j. oszlopa, az eredeti Am  j. oszlop 
értékeinek összege. Ha vesszük az első elemét a pam<am> és a am<pma> vektoroknak és 
értelmezni próbáljuk, akkor a következő eredményekre jutunk: mam ap 11   az egyes számú ágazat 
import vámmentes hazai árindexe és az importanyag ráfordításának szorzata, tehát az 
importanyag ráfordítás értéke hazai árakon számolva. Viszont a  mam pa 11  esetén, az importanyag 
ráfordításának értéke, hazai anyagfelhasználás import árain számolva. 
A kapcsolat pmAm meghatározással látható, ha pm induló értékeit 1-nek vesszük, azaz egy 1 
összegző sorvektornak, akkor 1Am = am értéket kapjuk meg. 
 
Legyen az átlagos értékesítési árindexek egyenlete: 
pa = ph <sd> + pe <se>,  
ahol sd a hazai,  se az export részesedését mutatják a hazai termelésből (ágazatonként). 
pe = v(1 + z)pwe, ahol z az export átlagos (általános) értékbeni támogatási rátája. 
d) Hogyan kapjuk meg az ÁKM adatokból az alábbi paraméterek értékét? 
sd = xh< xh+z >-1      hazai értékesítésű termékek részaránya az össztermelésben, 
se = z < xh+z >-1       az exportált termékek részaránya az össztermelésben. 
z = z / se 
−  
− Legyen az állóeszközök (a beruházások) átlagos árindexe: 
pb = (p
hbh + pbmbm) + pbbh,  
pbm = v(1 + bm)pbwm, 
d) Vajon miért szoroztuk be árindexszel a b adóhányadot? Írjuk át, ha lehet, pb árindex 
meghatározását a fogyasztó árindexekéhez hasonló adórátás, (1 + b) formára! 
Azért van b adóhányad beszorozva árindexszel, mert függ az állóeszközök értékétől. Az 
adórátás formával a következőképpen is fel lehet írni: pb = phbh + pbmbm(1+bm) + pbb= 
={phbh + pbmbm(1+bm)}( 1 + b) 
 
− e) Elimináljuk a pam,  pe,  pbm változókat és redukáljuk az egyenletrendszert az 
alábbiakra: 
pa =(phAh + vpawm<am> <1 +am>)<1 +a> + wdw<1 +w><m> + pb(ra + d)<k> + pa<x> 
ph = (phAh + wdw<1 +w>+ ce)<1+x> 
pb = {phbh + vpbwmbm1+bm>}(1+b) 
 
Legyen a fogyasztói árindex: 
pc = (p
hsch +  pcmscm)(1+ c),  
pcm = v(1 + cm)pcwm, 
− a névleges és a reálbér összefüggése: 
w = pc, 
− a névleges és a reálárfolyam összefüggése: 
v = (1 + z)-1phsz.   (v = pz) 
− f) Elimináljuk a pcm, pc, változókat is, és helyettesítsük v-t mindenhol a reálértékével 
adott fenti definíciója szerint, és így redukáljuk tovább az egyenleteket egy pv = pvS(, , ) 
alakú egyenletrendszer formájára, ahol pv = (pa, ph , pb, w). 
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pa =(phAh + pz pawm<am> <1 +am>)<1 +a> +  dw<1 + w><m> + pb(ra + d)<k> + pa<x> 
ph = (phAh +  dw<1 +w>+ ce)<1+x> 
pb = {phbh + vpbwmbm1+bm>}(1+b) 
w = (phsch +  pcmscm)(1 +c) 
 
11.24. feladat 
Tekintsük az alábbi ármodellt:  
ph = (phA
h
 + pdam<1+m>)<1+a> + pbcd +pccw<1+w> + ph<x> + c, 
pd = p
hsz – pdz,  
pb = p
hbh + pdbm(1+bm) + pbb,  
pc = p
hsch + pdscm(1+cm) + pcc. 
 
a) Redukáljuk a modellt a pc változóra, és adjuk meg a megoldó-képletét! 
 
 pc = c (…)/(1-(…)) alakú 
 
b) Legyenek c, bm, cm, b, c, 1-nél kisebb értékű pozitív számok, ,  > 0 (mint „normális 
esetben” elvárt)! Mit tudunk mondani pc változásáról, ha a reálbér () 10 %-kal nő? 
 
Mivel a redukált modell pc = c (…)/(1-(…)) megoldóképletében  a nevezőben egy 1-nél 
kisebb számból jelent levonást, ezért 10 %-os növekedése a tört értékét 10 %-nál nagyobb 
mértékben változtatja (közgazdaságilag 10 % reálbérnövekedés 10 %-nál nagyobb inflációval 
érhető el). 
 
c) Mit tudunk mondani a pc és ph árak változásáról ha c minden ágazatban 10 %-kal nő? 
 
10 %-kal nő minden ár. 
 
 
11.25. feladat 
Tekintsük a könyv 301-302. oldalán található egyenletrendszerhez hasonló 
(pa) pa = phmAhm + wdw<1+w><l> + pb<ra + d><k> + pa<t>, 
(ph) pa = ph<sd> + pe<se>, 
(phm) phm = ph<sh> + pm<sm>, 
(pm) pm = vpwm<1+m>, 
(pe) pe = vpwe<1+e>, 
(pb) pb = phmBahm, 
(pc) pc = p
hm<1+c>schm 
egyenletekkel definiált ármodellt! 
Írja fel a modell reálbérekkel és reálárfolyamokkal adott (a bér és árfolyam névleges érté-
kével epilógusként kiegészített) zárt változatát! (Ehhez nyilván be kell vezetni a pz export 
árindexet is!) Legyen az árszint meghatározó feltétel a pc = 1!  
 
A magyarázat során árindex helyett árat mondunk. 
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(1) pa=phmAhm+wdw<1+τw><l>+pb<ra+πdπ><k>+pa<τt> 
(2) pa=ph<sd>+pe<se> 
(3) phm=ph<sh>+ pm<sm> 
(4) pm=υpwm<1+τm> 
(5) pe=υpwe<1+τe> 
(6) pb=phmBahm 
(7) pc=phm<1+τc>schm 
 
(1) egyenlet 
pa= a termelői ár, azaz a hazai termékek átlagos (eladási) ára, melyet az (1) egyenlet 
értékösszetevők felbontásában ad meg, a (2) egyenlet pedig a hazai és export 
termékfelhasználás (eladási árak) átlagaként. 
 
Ahm = (Ah + Amτ) a hazai és import (vámokat is beleértve) termelő-felhasználások fajlagosa 
phm fix hazai és import termék arányt tartalmazó jószágkosár ára, mely arányt a (3) egyenlet 
adja meg. Feltételezzük, hogy a termelő felhasználásoknál ezzel a kompozit jószág-árral 
számolhatunk (ez az átlag érvényesül) 
 
w bérindex 
dw bérköltség (járulék nélkül) az ágazatban felhasznált munkaerő teljes állományához 
viszonyítva.  
τw bérjárulék fajlagos (a bérekhez viszonyítva) ágazatonként 
l munkaerő fajlagos ágazatonként (munkaerő/össztermelés) 
 
pb a tőkejavak (beruházásként vásárolt javak) ára (beruházás árindexe) termékenként 
ra amortizáció fajlagosa (állóeszközök mennyiségéhez viszonyítva) ágazatonként 
π tiszta jövedelem indexe (profitráta indexe) 
dπ adott ágazatban felhasznált tőkejavak átlagos tiszta jövedelem(profit)-fajlagosa (az 
ágazatban lekötött összes állóeszközhöz viszonyítva) (π=1 bázisban, vagy π az átlagos 
profitráta lesz és akkor dπ-t még a gazdaságra jellemző teljes ezen mutatóval végig kell osztani) 
k állóeszköz lekötés fajlagosa (a termeléshez képest) ágazatonként 
 
τt =(ta+tx)/x, az ágazatokban megtermelt javakon lévő közvetlen és közvetett adók fajlagosa 
(termékadók az ágazat oszlopában+termelési adók/ágazati termelési érték)  
 
 
(2) egyenlet 
A hazai teljes termelés megoszlása az export és a hazai felhasználás között: 
sd=hazai termelésű felhasználás aránya a teljes termeléshez viszonyítva. ((x-z)/x)  
se = az export aránya a teljes hazai termeléshez képest (z/x) 
ph a termékek hazai árai 
pe exportált termékek ára hazai pénzben kifejezve, melyet az (5) egyenlet részletez 
 
 
(3) egyenlet 
sh=hazai termelésű felhasználás aránya a teljes hazai felhasználáshoz viszonyítva. ((x-z)/(x-
z+u) 
sm=a teljes import a teljes hazai felhasználáshoz viszonyított aránya (u/(x-z+u) 
pm az import termékek hazai ára 
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(4) egyenlet 
υ árfolyam (index, azaz devizaszorzó) 
pwm az importált termékek világpiaci ára (idegen pénzben) 
τm az importot terhelő átlagos vám termékenként (vám/import mennyisége) 
 
(5) egyenlet 
pwe az exportált termékek világpiaci ára (idegen pénzben) 
τe exportadó(támogatás) az adott terméken (exportadó/export mennyisége az adott termékből) 
 
(6) egyenlet 
Bahm= Bah+ Bamτ a hazai és import (vámokat is beleértve) beruházási - felhasználások fajlagosa, 
azaz az állótőke vásárlás (beruházás) hazai és import termékszerkezete ágazatonként és 
termékenként (Melyik ágazat mennyi terméket vásárol. Ezt a szerkezetet tekintjük 
változatlannak.) 
 
(7) egyenlet 
pc= fogyasztói árindex 
τc átlagos fogyasztási adókulcs (termékadók a személyes fogyasztás sorban/összes személyes 
fogyasztás) 
schm (mint Ahm), azaz a hazai és import (vámot is beleértve) termékek fogyasztási szerkezete az 
összfogyasztáshoz viszonyítva 
 
Megoldás: 
 
(1) pa=phmAhm+wdw<1+τw><l>+pb<ra+πdπ><k>+pa<τt> 
(2) pa=ph<sd>+pe<se> 
(3) phm=ph<sh>+ pm<sm> 
(4) pm=υpwm<1+τm> 
(5) pe=υpwe<1+τe> 
(6) pb=phmBahm  
(7) pc=phm<1+τc>schm  
 
Ismeretlenek  
 
pa, phm,w, pb, π, ph,pe, pm, υ, pwm,pwe, pc, azaz 8xN+4. Egyenletek száma pedig: 6xN+1. 
Szükséges még 2xN+3 egyenlet. 
 
Magyarország kis ország, azaz a világpiaci árak(indexek) az irányadók. Így végső soron 
ismerjük őket az adókkal/támogatásokkal visszakorrigálva, azaz 2xN egyenlet: 
 
(8) pwm=(1+τm)-1 
(9) pwe=(1+τe)-1 
 
Marad 3 ismeretlen. A feladat kimondás szerint a reálbér, a reálárfolyam és a fogyasztói árszint 
adott: 
 
(10) pc=1. 
(11) ω=1. 
(12) v=1. 
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Ahol: 
(13) ω=w/pc (reálbér) azaz plusz egy ismeretlen és plusz egy egyenlet. (11)-est figyelembe véve 
w is adott. 
(14) v=υ/pz (reálárfolyamok), plusz egy egyenlet és plusz két ismeretlen (export árindex). 
(15) pz=phs’z (exportárindex) plusz egy egyenlet. 
 
sz az export termékenkénti megoszlása (export egy adott termékből/összes export 
(termékadóval/támogatással együtt!)) 
s’z az export megoszlása termékenként termékadó nélkül, azaz s’z=sz/(1+τz) 
τz=exportadók/export (abszolút érték) 
 
11.26. feladat 
 Tanulmányozza az AKM95_Sajatertek_Solver_1.xls file Sajátértékfeladat_és_Solver munkalapján 
található zárt  ÁKM-modellt ! Ennek alapján válaszoljunk az alábbi kérdésekre: 
a) Miért meghatározatlan a modellben az árszint? 
A valorizációk miatt. 
b) Mi az árszintet meghatározó (árnormalizálási) feltétel? 
Fogyasztói árindex = 1. 
c) Mi a modell feltevése az hazai termék és az azonos ágazatba tartozó import felhasználási 
arányáról? 
Minden felhasználási területen azonos. Az összes (kompozit) felhasználáson belül a hazai forrás 
részarányát  <sh> , az importét pedig <sm> jelöli. 
d) Hogy határozza meg a program a π értékét? 
A modell ph = phS(, , ) redukált egyenletrendszeréből az egyenletek bal és jobb oldala 
közti eltérések négyzetösszegét minimalizálva (0-ra). 
 
11.27. feladat 
Magyarország 2010. évi 4 szektorra aggregált ÁKM-éből a következők ismertek (Mrd Ft-
ban): 
Folyó termelőfelhasználási mátrix (X) és bruttó termelések: 
 
2010. évi "A"-típusú ÁKM, MrdFt 
alapár 
Energia Nehézipar 
Egyéb 
anyagi 
ágak 
Szolgáltatások 
Energia 1097 690 1094 340 
Nehézipar 362 1113 2570 460 
Egyéb anyagi ágak 527 862 13278 2405 
Szolgáltatások 294 325 3855 2956 
Folyó termelőfelh.  2298 3026 21208 6617 
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Bruttó termelés alapáron 3561 4231 30927 17046 
 
Az ebből számított ráfordítási együtthatók az alábbiak: 
 
Fajlagosok: 
Energia Nehézipar 
Egyéb 
anyagi 
ágak 
Szolgáltatások 
Energia 0,3081 0,1632 0,0354 0,0200 
Nehézipar 0,1017 0,2631 0,0831 0,0270 
Egyéb anyagi ágak 0,1481 0,2037 0,4293 0,1411 
Szolgáltatások 0,0826 0,0768 0,1246 0,1734 
 
Becsüljük meg, hogy az energiaárak 20 %-os növekedése mennyivel növeli a többi termék 
(nehézipari termékek, egyéb anyagi ágazatok és szolgáltatások) árát, ha azt feltételezzük, hogy 
ezen ágazatok úgy hárítják át a költségnövekedéseket, hogy hozzáadott értékük változatlan 
maradjon !   
 
A megoldás lényege, hogy az eredetileg 4-szektoros mátrixból az energiát kiemeljük, és 
mint exogén költséget a szintén exogén fajlagos hozzáadott értékekkel összevonva, mint 
kibővített hozzáadott értéket használjuk a p = h’(E-A)-1  primitív áregyenletben, ami tehát a 
maradék 3 ágazat árindexét határozza meg.  
Először meghatározzuk az A fajlagos ráfordítási mátrixot, melyet úgy kaphatunk meg, ha 
az X folyó termelőfelhasználási mátrix minden oszlopát leosztjuk az adott ágazat bruttó 
termelésével. Ha ezzel megvagyunk, meghatározzuk az eredeti árakon (az (1,1,1) árvektor 
mellett) vett h fajlagos hozzáadott értékeket, azaz az (E-A) mátrixot balról megszorozzuk ezzel 
a sorvektorral: h’ = 1’(E-A). 
A feladat szerint kiemeljük az energiaszektort, amit úgy teszünk meg, hogy az eredeti A 
mátrixból töröljük az első sort és oszlopot (a kapott mátrixot jelöljük A-1-mal). Az energiaárak 
20%-os növekedését figyelembe véve kiszámoljuk a kibővített hozzáadott értéket az alábbi 
képlet segítségével: h+ = h’+ 1,2∙a1, ahol a1 jelöli az eredeti mátrix első sorát. 
Ezután már csak ki kell számítanunk az új árindexeket, melyet a következő képlet 
segítségével tesszük meg: p’-1 = h+-1 R-1, ahol h+-1 az előbb kiszámolt kibővített hozzáadott 
érték 2.,3.és 4. elemeiből alkotott sorvektor, R-1 pedig az A-1-ból kapott Leontief-inverz. (A 
3x3-as mátrix inverzének képlete a Kib-Redu.xls file-ban található, egy ezzel kapcsolatos 
bizonyítás pedig a Tóbiás-kib-redu_algebra_szorghf.pdf file-ban). 
A számításokat ld. 4.het_mo.xls fájl „34.-4” nevű munkalapján: 
h’ =  
h+-1 = 
  
R-1 = (E  A-1)-1 =  
 
0,3596 0,2931 0,328 0,6386 
0,4890 0,3700 0,6625 
1,4287 0,2266 0,0853 
0,5638 1,9096 0,3443 
0,2178 0,3090 1,2697 
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p’-1 = h+-1 R-1 =  
Eredmény: az energiaigényes nehézipari termékek ára 5,15%-kal, az egyéb anyagi ágazatok 
termékei ára 2,21 %-kal, a szolgáltatások ára pedig 1,03 %-kal nőtt. 
 
11.28. feladat (önköltségarányos árrendszer) 
A-típusú ÁKM-modell segítségével számítsuk ki azt az önköltségarányos árrendszert, 
amelyben: 
a, A fogyasztói árszint változatlan (p'g  = 1) 
b, A bérindex azonos a fogyasztói árindexszel (p0 = p'g ) 
c, Az amortizáció átértékelési (ár)indexe egyenlő a beruházási árindexszel ( pn+1 = p'b) 
 
Mekkora lesz az ágazatilag  egységes önköltségarányos jövedelem (α)? 
 
Önköltségarányos árrendszernél a kiinduló képletünk: 
   0 11T T T Tnp p A p w p a      
A b) és c) pontban megadott feltételeket felhasználva elvégezzük a behelyettesítéseket: 
  1T T T T T Tp p A p gw p ba     
Kiemeljük pT-t és átnevezünk két kifejezést: 
  1 ( )
m
g
T T T T
AA
p p A gw ba     
A szokásos sajátérték egyenlet alakra rendezve: 
 p pM   
ahol: 
1
1
g mM A A A

   

 
Az egyenlet átrendezése után a E-M mátrix determinánsát zérussal egyenlővé téve kapjuk 
a megoldást. Ha pl. M 2*2-es mátrix, akkor 
 
   
2
11 22 12 21 11 22
1,2
4
2
m m m m m m

   
  
A domináns sajátértéket választva meghatározható λ értéke. 
 
11.29. feladat (bérarányos árrendszer) 
Az alábbi „A”-típusú (az importot a hazai termékkel összevontan kezelő), hazai termelői 
áron (az importot vámmal együtt) mért 2004. évi ÁKM alapján számított modell segítségével 
számítsuk ki azt a bérarányos („érték-”) árrendszert, amelyben: 
a, A fogyasztói árszint változatlan (p'g  = 1) 
b, A az ágazatilag egységes bérarányos tisztajövedelem () 0,8  
1,0515 1,0221 1,0103 
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c, Az amortizáció átértékelési (ár)indexe egyenlő a beruházási árindexszel ( pn+1 = p'b) 
 Mekkora lesz az ágazatilag  egységes (reál-)bérindex (p0)? 
 
A-típus IPAR EGYÉB EXPORT LAKFOGY BERUH KOZFOGY KESZL.F -IMPORT OSSZES 
IPAR 11729 3332 10046 3588 1721 21 477 -11100 19814 
EGYÉB 2816 6002 1516 8150 2665 2462 57 -1518 22150 
IMPORT 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
BÉR 1874 5459       7333 
AMORT 1249 1953       3202 
TISZTAJ 2146 5404             7550 
ÖSSZES 19814 22150 11562 11738 4386 2483 534 -12618 60049 
TŐKEÁLL. 28992 109003             137995 
 
Segítségül a koefficiensek:       
 IPAR EGYÉB EXPORT LAKFOGY BERUH 
IPAR 0,5920 0,1504 0,8689 0,3057 0,3924 
EGYÉB 0,1421 0,2710 0,1311 0,6943 0,6076 
IMPORT 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 
BÉR 0,0946 0,2465 0,0000 0,0000 0,0000 
AMORT 0,0630 0,0882 0,0000 0,0000 0,0000 
TISZTAJ 0,1083 0,2440 0,0000 0,0000 0,0000 
ÖSSZES 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 
TŐKEÁLL. 1,4632 4,9211 0,0000 0,0000 0,0000 
 
Bérarányos árrendszerről van szó, tehát a kiinduló egyenletünk: 
apwpApp n 10 ))(1(    
A feladatban megadott p0 = p'g és pn+1 = p'b feltételeket behelyettesítjük a fentibe, majd 
rendezzük át: 
wpabAEp
apbwpApp
0
0
8,1)(0
)(8,1


 
Ez utóbbi meghatároz két egyenletet 3 ismeretlennel. Ha ehhez még hozzávesszük a 1pg  
egyenletet, lesz három egyenletünk és három ismeretlenünk, melynek egyértelmű megoldása 
lesz. 
A számszerű megoldást ld. 4.het_mo.xls fájl 32-es munkalapján. A kérdéses árakat solverrel 
határoztuk meg. Célcellának a p*g egyenletet adtuk meg, célértéknek pedig az 1-et. Módosuló 
cellák az árakat tartalmazó cellák, feltételek pedig a wpabAEp 08,1)(0   egyenletek 
teljesülése. Az árak a 
1
0 )(8,1
 abAEwpp  képlettel közvetlenül is meghatározhatók. 
Eredmény: p0=1,13; p1=0,977; p2=1,01. 
 
11.30. feladat (bérarányos árrendszer) 
Az alábbi „A”-típusú (az importot a hazai termékkel összevontan kezelő), hazai termelői 
áron (az importot vámmal együtt) mért 2015. évi ÁKM alapján számított modell segítségével 
számítsuk ki azt a bérarányos („érték-”) árrendszert, amelyben: 
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a, A fogyasztói árszint változatlan (p'g  = 1) 
b, A bérindex azonos a fogyasztói árindexszel (p0 = p'g ) 
c, Az amortizáció átértékelési (ár)indexe egyenlő a beruházási árindexszel ( pn+1 = p'b) 
 
Mekkora lesz az ágazatilag egységes bérarányos tisztajövedelem ()? 
 
A-típus IPAR EGYÉB EXPORT LAKFOGY BERUH KOZFOGY KESZL.F -IMPORT OSSZES 
IPAR 16 640 5 624 22 644 4 469 2 660 430 15 -22 586 29 895 
EGYÉB 5 092 10 734 6 415 9 637 4 174 6 301 2 -4 256 38 099 
IMPORT 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
BÉR 3 370 10 680       14 050 
AMORT 1 721 3 360       5 081 
TISZTAJ 3 072 7 701             10 773 
ÖSSZES 29 895 38 099 29 059 14 106 6 834 6 731 16 -26 842 97 898 
TŐKEÁLL. 45 616 196 822             242 438 
 
Segítségül a koefficiensek:       
 IPAR EGYÉB EXPORT LAKFOGY BERUH 
IPAR 0,5566 0,1476 0,7792 0,3168 0,3892 
EGYÉB 0,1703 0,2817 0,2208 0,6832 0,6108 
IMPORT 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 
BÉR 0,1127 0,2803 0,0000 0,0000 0,0000 
AMORT 0,0576 0,0882 0,0000 0,0000 0,0000 
TISZTAJ 0,1028 0,2021 0,0000 0,0000 0,0000 
ÖSSZES 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 
TŐKEÁLL. 1,5259 5,1661 0,0000 0,0000 0,0000 
 
Bérarányos árrendszerről van szó, tehát a kiinduló egyenletünk: 
apwpApp n 10 ))(1(    
ahol g a fogyasztás szerkezete, w a bér koefficiensek, b a beruházás termékszerkezete, a 
pedig az amortizáció koefficiensei (egységnyi termelésekre vetítve).  
A feladatban megadott p0 = p'g és pn+1 = p'b  egyenleteket behelyettesítjük a fentibe, majd 
a jobboldalon kiemeljük balra p-t: 
)))(1(())(1( abwgApapbwpgApp  
 
Átrendezhetjük a fenti egyenlete(ke)t a 
λ p =  p Ag (E  A  Am)-1, 
sajátérték feladat alakra, ahol λ =1/(1+β)  Ag = g w’ és  Am = b a’ diadikus szorzatok rendre 
a bérek elköltésének és az amortizáció pótlásának a termelés egységére jutó ráfordításait 
kifejező mátrixok. Ezek is ismertek, mivel az alkotó vektoraik is paraméterek a feladatban. 
Az így kapott sajátérték egyenletet többféle módszerrel oldhatjuk meg. 2-nél több ágazatos 
esetben a karakterisztikus mátrix módszer elég körülményes, így a dinamikus Leontief-modell 
Excel-illusztrációjában (Johansen-DinLeont.xls file DinLeo munkalap I49:L98 tömb) már 
megismert kontrakciós iterációs eljárást érdemes alkalmazni.  
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A jelen 2x2-es együtthatómátrixok esetében a karakterisztikus mátrix módszer a 
következőképpen alkalmazható:  
Rendezzük baloldalra a sajátérték egyenletet, p –t balra kiemelve: 
p (λ E    Ag (E  A  Am)-1) = 0 
Ahhoz, hogy ne csak a triviális 0 megoldása legyen a fenti egyenletrendszernek, az kell, 
hogy a zárójelben lévő mátrix (a szokásos | | jelekkel jelölt) determinánsa 0 legyen: 
| λ E    Ag (E  A  Am)-1 | = 0 
Ebben az egyenletben csak a λ ismeretlen, amit a determináns kifejtésével határozhatunk 
meg. 
Ha M –mel jelöljük az Ag (E  A  Am)-1 mátrixot, akkor a determinánst kifejtve az alábbi 
egyenlethez jutunk: 
(λ  m11) (λ  m22)  m12 m21 = 0 
azaz  λ2  (m11+m22) λ + m11 m22  m12 m21 = 0. 
Az ebben a λ –ra nézve másodfokú(nak látszó) egyenletben azonban az M determinánsát 
jelentő m11 m22  m12 m21 = 0, mivel a diadikus szorzatként származtatott, tehát szinguláris Ag 
mátrixnak és egy másik mátrixnak a szorzataként jött létre. Ha ugyanis f1 , f2 az Ag 1. illetve 2. 
sora, akkor f2 az f1 valamely γ arányossági tényezővel kifejezhető skalárszorosa, így ha az 
(E  A  Am)-1 első oszlopát y1, 2. oszlopát pedig y2 jelöli, akkor az M := Ag (E  A  Am)-1  
szorzat a [
𝐟𝟏′𝐲𝟏 𝐟𝟏′𝐲𝟐
𝐟𝟐′𝐲𝟏 𝐟𝟐′𝐲𝟐
] alakban írható fel, amiről látható, hogy összefüggő, hiszen a 2. sora az 
első sorának γ-szorosa. 
Ha tehát m11 m22  m12 m21 = 0, akkor a másodfokú egyenlet a (λ  (m11+m22)) λ = 0 
gyöktényezős alakra egyszerűsödik, amiből  λ = m11+m22, azaz  β = 
1
𝐦11+𝐦22
  1. 
A következő lépésben még meg kell határozzuk az árrendszert, amelynek a  p'g  = 1  és   
0 = p (E  A  (1+β)Ag  Am) 
egyenleteket kell kielégítenie. A második egyenletrendszernek a két egyenlete azért nem 
elég az árak meghatározásához, mivel az csak az árarányokat határozza meg, az árszintet nem. 
Ezért kellett valamilyen mérce, konkrétan a p'g  = 1 , amivel normálni lehetett az árakat. 
Fejezzük ebből ki például p2-t p1 függvényeként a p2 = (1  g1p1) /g2 képlettel, majd ezt 
helyettesítsük be a második egyenletrendszerbe. Pontosabban ennek elég az egyik egyenletét 
használni (természetesen a korábban kapott β-t behelyettesítve), és megoldva az 
egyismeretlenes egyenletet kapjuk meg  p2 értékét. Végül p2 értékét a p1 = (1  g2p2) /g1 
képlettel határozhatjuk meg. 
A feladat konkrét számaival a számítás menete az alábbi:  Ag = [
0,03571 0,08881
0,07701 0,19151
] ,  
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Am = [
0,02241 0,03433
0,03516 0,05387
] , E  A  Am = [
0,4210 −0,1819
−0,2055 0,6644
] , (E  A  Am)-1 = 
[
2,74193 0,75086
0,84803 1,73739
] , M = [
0,17323 0,18111
0,37357 0,39055
], β = 
1
0,17323+0,39055
  1 = 0,7737. 
Végül a p árakra a p1 = 0,97, p2 = 1,014 értékek adódnak (igen hasonlók a 2004. évi ÁKM-
ből számítottakkal, ami ismét igazolja az ÁKM- és az azon alapuló volumen- és 
ármultiplikátorok stabilitását). 
 
A 2x2-es esetben a determináns-módszert az alábbi módon is alkalmazhatjuk: 
Rendezzük át még jobban a fentebbi p = p (A + (1+β)Ag + Am), egyenletet: 
0 = p (E  A  (1+β)Ag  Am) = p (E  A  (1+β)Ag  Am) 
Ahhoz, hogy ne csak a triviális 0 megoldása legyen a fenti egyenletrendszernek, az kell, 
hogy a zárójelben lévő, H –val jelölt mátrix (a szokásos | | jelekkel jelölt) determinánsa 0 
legyen: 
| H | = | E  A  (1+β)Ag  Am | = 0 
Ebben az egyenletben csak egyetlen ismeretlen van, a β, ezt meghatározhatjuk a 
determináns kifejtésével.  
 
A feladat konkrét számaival a számszerű megoldás a AKMARM-vegyes2015.xls fájl 2x2-
es munkalapján is megtalálható. A β és p értékét az Excel Solverrel határoztuk meg (célcella 
az egyes egyenletek bal- és jobboldalai eltérései négyzetösszegét mutató B25 cella, célértéke 0, 
a módosuló „eszköz”-cellák pedig a β, p, w és pn+1 értékeit tartalmazó A16, B13:B17 cellák). 
A p’g = 1 árszintmeghatározás és a valorizálási feltételek a Solver párbeszéd-ablakában lettek 
megadva. Solver nélkül a megoldás az N20:W30 tömbben található meg, β értéke a Q30 
cellában található. 
 
11.31. feladat (tőkearányos árrendszer) 
Az alábbi „A”-típusú (az importot a hazai termékkel összevontan kezelő), hazai termelői 
áron (az importot vámmal együtt) mért 2004. évi ÁKM alapján számított modell segítségével 
számítsuk ki azt a tőkearányos („termelési”) árrendszert, amelyben: 
a, A fogyasztói árszint változatlan (p'g  = 1) 
  
b, A bérindex azonos a fogyasztói árindexszel (p0 = p'g ) 
 
c, Az amortizáció átértékelési (ár)indexe egyenlő a beruházási árindexszel ( pn+1 = p'b)  
 
Mekkora lesz az egyes ágazatok árindexe és az ágazatilag egységes tőkearányos 
tisztajövedelem ( )?    
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A-típus IPAR EGYÉB EXPORT LAKFOGY BERUH KOZFOGY KESZL.F 
-
IMPORT OSSZES 
IPAR 11729 3332 10046 3588 1721 21 477 -11100 19814 
EGYÉB 2816 6002 1516 8150 2665 2462 57 -1518 22150 
IMPORT 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
BÉR 1874 5459       7333 
AMORT 1249 1953       3202 
TISZTAJ 2146 5404             7550 
ÖSSZES 19814 22150 11562 11738 4386 2483 534 -12618 60049 
TŐKEÁLL. 28992 109003             137995 
 
Segítségül a koefficiensek:       
 IPAR EGYÉB EXPORT LAKFOGY BERUH 
IPAR 0,5920 0,1504 0,8689 0,3057 0,3924 
EGYÉB 0,1421 0,2710 0,1311 0,6943 0,6076 
IMPORT 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 
BÉR 0,0946 0,2465 0,0000 0,0000 0,0000 
AMORT 0,0630 0,0882 0,0000 0,0000 0,0000 
TISZTAJ 0,1083 0,2440 0,0000 0,0000 0,0000 
ÖSSZES 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 
TŐKEÁLL. 1,4632 4,9211 0,0000 0,0000 0,0000 
 
 
Tőkearányos árrendszerről van szó, tehát a kiinduló egyenletünk: 
kpapwpApp nn 110     
A feladatban megadott pgp 0 és pbpn 1  egyenleteket behelyettesítjük a fentibe, majd 
a jobboldalon kiemeljük balra p-t: 
)( bkabwgAppbkapbwpgApp    
Rendezzük át még jobban a fenti egyenletet: 
)(0 bkabwgAEp   
Tehát kaptunk egy sajátérték feladatot, melyben minden paraméter ismert a megadott 
koefficiens mátrixból (g a fogyasztás szerkezete, w a bér koefficiensek, b a beruházás 
szerkezete, a az amortizáció koefficiensei, k a fajlagos tőke). Ahhoz, hogy ne csak a triviális 0 
megoldása legyen a fenti egyenletrendszernek, az kell, hogy a zárójelben lévő mátrix 
determinánsa 0 legyen. A determinánst kétszer kettes mátrix esetén az alábbi módon kapjuk 
meg: 
cbad
dc
ba






)det(  
Tehát azt kapjuk, hogy 0)det(  bkabwgAE  . Ebben az egyenletben csak 
egyetlen ismeretlen van, a γ, ezt meghatározhatjuk. 
A következő lépésben még meg kell határozzuk az árrendszert, amelyet a 1pg   és 
)(0 bkabwgAEp   egyenletek segítségével tehetünk meg. A második 
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egyenletrendszernek elég az egyik egyenletét használni (természetesen a korábban kapott γ-t 
behelyettesítve), amelybe beletesszük 1pg -ből kifejezett egyik árkomponenst (például 
kifejezetjük p2-t p1 függvényeként). Tehát itt is elég egy kétismeretlenes egyenletrendszert 
használni. A )(0 bkabwgAEp   rendszer két egyenlete azért nem elég az árak 
meghatározásához, mivel az csak az árarányokat határozza meg, az árszintet nem. Ezért kell 
valamilyen mérce, amivel normálni lehet az árakat. 
A számszerű megoldást ld. 4.het_mo.xls fájl 30-as munkalapján. A tőkearányos 
tisztajövedelmet solverrel határoztuk meg (célcella: detF, célértéke 0, módosuló cella pedig 
gamma). Majd ezen tőkearányos tisztajövedelemmel kiszámoltuk az árarányokat szintén 
solverrel (célcella: p*F, célértéke ennek is 0, a módosuló cellák az árak, korlátozó feltétel a 
p*g=1 feltétel). 
Eredmény: a tőkearányos tisztajövedelem 0,056, az árak pedig p1=0,94, p2=1,025. 
 
11.32. feladat 
Tegyük fel, hogy az alábbi bontásban állnak rendelkezésünkre az ÁKM együtthatók (két 
ágazatcsoportra tovább felbontva): 
 felhasználó termelőágak 
 általános jelöléssel 
1. ágazat-
csoport 
2. ágazat-
csoport 
kibocsátó termelő-
ágak (benne: adók- 
1. ágazatcsoport 
Ah 
A11
h A12
h 
támogatások) 2. ágazatcsoport A21
h A22
h 
import (benne: vám, adók-támogatások) am a1
m a2
m 
bérköltség (benne: közterheik) cw  c1
w  c2
w  
működési eredmény és termelési adók cr c1
r c2
r 
termelési érték 1 1 1 
 
Előrejelzések szerint a bérek névleges szintje 10 %-kal (w = 1,1), a devizaárfolyamé pedig 5 
%-kal fog nőni (v = 1,05) a következő időszakban. Becsüljük meg ennek várható hatását az 
ágazati árszintekre (ph). 
 
a) Először induljunk ki abból a feltevésből, hogy a termelőknek úgy sikerül továbbhárítani a 
költségek növekedését a felhasználókra, hogy megőrzik a működési eredmény és termelési 
adók termelési értékbeli hányadát (költség-haszon alapú árigazítás). Írjuk fel az új árindexet 
meghatározó képletet minden ágazatra együtt, explicit (ph-ra) kifejezett formában. 
 ph = phAh + vam + wcw + ph<cr>,    ebből   ph = (vam + wcw)(E  Ah  <cr >)1 
Tekintsünk egy kétszektoros számpéldát és számítsuk ki az eredményt! Legyen 
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Ah 
0,2 0,15 
0,3 0,25 
am 0,2 0,1 
cw  0,2 0,35 
cr 0,1 0,15 
1 1 1 
 
(E  Ah  <cr >)1 
1,6 0,40 ph 1,080 1,087 
0,80 1,87 ref.áras: 1,058 1,093 
 
b) A piacon elérhető ár azonban a költségek alakulásán kívül más tényezőktől is függ. A 
külkereskedelemképes (tradable) termékek ára (a hazai és exportértékesítés közötti 
átválthatóság, valamint az import és hazai termékek közötti helyettesíthetőség mértékének 
függvényében) többé-kevésbé a világpiaci árakhoz igazodik, pontosabban a világpiaci áraknak 
a devizaárfolyammal átszámított forintértékéhez. A nontradable termékek árát pedig 
(különösen a merev kínálatú és/vagy monopolista árképzésű területeken) a fogyasztók 
rendelkezésére álló pénzösszeg is befolyásolja (felhajtja, vagy éppenséggel korlátozza). A 
fogyasztók jövedelmét pedig alapvetően a bérek alakulása határozza meg. Tehát a 
devizaárfolyam és a makrogazdasági átlagos bérindex mint referencia-árindexek többé kevésbé 
meghatározzák az árak alakulását.  
Tegyük fel, hogy az 1. ágazatcsoport az első esethez (v referenciaindex), a 2. pedig a második 
esethez (w referenciaindex) sorolható módon viselkedik az alábbiak szerint: 
Az 1. ágazatcsoport árindexe 30 %-ban (1 = 0,3) a költség-haszon alapú, 70 %-ban (1 – 1 = 
0,7) a devizaárfolyam referenciaindex alapú árigazítás súlyozott átlagaként alakul ki, 
a 2. ágazatcsoport árindexe pedig 50-50 %-ban (2 = 1 – 2 = 0,5) a költség-haszon és a bér-
referenciaindex alapú árigazítás súlyozott átlagaként alakul ki.  
(A költség-haszon alapú árkalkulációban a költségek elszámolásában a referenciaárakat is 
figyelembevevő, átlagos árindexeket kell használni, tehát nem lehet egyszerűen az a) pontban 
kapott árindex és a referenciaárindex súlyozott átlagát venni!) 
Írjuk fel az árak meghatározásának képletét ! Használjuk az Āh jelölést a 










h
22
h
21
h
12
h
11
AA
AA
 
blokkos formában felírt mátrix jelölésére! 
(p1
h, p2
h) = {(p1
h, p2
h)Āh + v(a1
m, a2
m) + w(c1
w, c2
w) + (p1
h, p2
h)<c1
r, c2
 r>}< (11, 21) > + 
{(1– 1)v1, (1– 2)w1} 
(p1
h, p2
h) = [{v(a1
m, a2
m) + w(c1
w, c2
w)}< (11, 21) > + {(1– 1)v1, (1– 2)w1}] 
   (E  [Āh + <c1
r, c2
 r>]<11, 21>)
1 
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11.33. feladat 
Egy gazdaság 2 ágazatának (a termelési értékre vetített) költség-jövedelem fajlagosai az 
alábbiak voltak (B-típusú ÁKM-ből számítva): 
 
Koefficiensek:  
 IPAR EGYÉB 
IPAR 0,2880 0,1717 
EGYÉB 0,2221 0,2582 
IMPORT 0,1959 0,0488 
BÉR 0,1442 0,3224 
Többletért. 0,1498 0,1989 
ÖSSZES 1,0000 1,0000 
  
 A „Többletérték” képviseli az (amortizációt is magában foglaló bruttó) tőkejövedelmet is. Ezt 
nevezzük röviden haszonnak, és ez a haszonkulcs és a (mindenkori árakon mért) termelési érték 
szorzata.  
  
 Tekintsük az alábbi ármodellt: 
 
 a) A devizakosár (azaz az import) árindexe bérek (mindkét ágazatban egységes) indexe exogén,  
 
 b) Az árak részben egy normatív (költség +elvárt haszonkulcsos jövedelem) árképzési 
formulához, részben egy referenciaárhoz igazodnak konkrétan az alábbiak szerint: 
 Az IPAR árindexe 30 %-ban a normatív ár(index)képzési formulából, 70 %-ban a 
devizaárfolyam árindexéből tevődik össze, 
 az EGYÉB ágazat árindexe pedig 50 %-ban a normatív ár(index)képzési formulából, és 50 %-
ban a bérek indexéből tevődik össze. 
 
 Írja fel az ágazatok árindexét meghatározó matematikai képleteket !                   
 
 c) Ha a bérek 10 %-kal, a devizaárfolyam pedig 3 %-kal nő, akkor mekkora lesz a két ágazat 
árindexe ? Számításai lépéseihez világosan adja meg a hozzátartozó képleteket !       
 
 d) Értékelje az eredményeket ! (Segítség: Mi a közgazdasági magyarázata a fenti referenciaárak 
és súlyok szerepeltetésének, és azokat miért éppen így adtuk meg az IPAR és EGYÉB ágazatra? 
Ennek fényében a közgazdaságelméletben ismert jelenségre és azok jól ismert hatásaira 
ismerhetünk rá !)                    
 
 Megoldás: p = (pA + p<t> +v∙m + p0∙w)<λ> + [v , p0] Q (E - <λ>) , 
 ahol t a haszonkulcsok vektora, m a fajlagos importköltségek kiinduló vektora,  w a fajlagos 
bérek kiinduló vektora, p0 a bérindex, λ a költség+ formulák súlya, Q pedig a referenciamátrix 
(jelen esetben egységmátrix, mert az 1. erőforrás ára (v) a referenciaára az 1. ágazat árának, a 
2. erőforrás ára (p0) pedig a referenciaára a 2. ágazat árának).  
 A fenti nyílt (inhomogén) ármodell a p szorzót tartalmazó tagok baloldalra való átrendezése, 
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kiemelés, és a zárójelben lévő mátrix inverzével jobbról való szorzás után adódik. 
 
 Konkrétan: 
<λ> = 
0,3 0 
0 0,5 
      
<t>=      
0,1498 
 
0 
0 0,1989 
 
(E-(A+<t>)<λ>)-1 = 
1,1611 0,1292 
0,1003 1,3074 
 
Az exogén jobb oldal (inverzzel szorzás előtt) : 
0,8291 0,7525 
 
p=[ 1,0382 1,0909 ] . 
 
 Az IPAR nem tudta követni az inflációt és a béremelkedést, a viszonylag olcsón maradt import 
versenye miatt (tradable). (A számításokat lásd az AKMARM-vegyes.xls file-ban is!) 
 
 
